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Le  lecteur  qui  voudrait  se  borner  à  un  aperçu  de  la  Théorie  des  fondions 
elliptiques  et  acquérir  seulement  les  notions  indispensables  aux  applications 
des  fonctions  elliptiques  à  la  Mécanique  pourra  se  dispenser  de  lire  les  nu- 
méros 17G  à  Î71  et  les  numéros  320  à  350. 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

(2''   PARTIE.) 


CHAPITRE  m. 

LES    FONCTIONS    2r. 


I.  —  Développements  des  fonctions  ^u,  ^a.u. 

151.  Les  fonctions  dii^  o'^a  de  M.  Weierstrass,  que  nous  avons 
étudiées  particulièrement  jusqu'ici,  offrent,  en  raison  de  leur  sy- 
métrie, un  grand  intérêt  et  une  grande  utilité;  mais  cette  symé- 
trie même  laisse  confondues  des  propriétés  que  l'emploi  d'autres 
éléments  analytiques  permet  seul  de  démêler. 

Ces  nouveaux  éléments  analytiques  ont  été  introduits  dans  la 
Science  par  Jacobi  :  leur  découverte  est  assurément  un  de  ses 
plus  beaux  titres  de  gloire  (').  Ils  peuvent  être,   comme  on  le 


(')    Voir  Lejeune-Dirichlet,  Gedàchtnissrede  auf  Jacobi  {Œuvres  de  Ja- 
cobi, t.  I,  p.  i4)- 

T.  et  M.  -  II.  I 
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verra  bientôt,  étudiés  directement  sur  leur  définition  ;  leur  étude 
peut  aussi  être  rattachée  à  celle  des  fonctions  du^  d/xU.  Ils  se  pré- 
sentent naturellement  quand  on  développe  ces  dernières  fonc- 
tions en  série,  sous  une  forme  que  nous  allons  faire  connaître  ('). 
Dans  ces  développements  en  série,  comme  dans  les  fonctions 
de  Jacobi,  les  deux  périodes  ne  jouent  plus  le  même  rôle.  Nous 
ferons  désormais  la  supposition  suivante,  qui  est  essentielle  : 


0)3 


Le  coefficient  de  i  dans  le  rapport  —  est  positif  . 

Cela  revient  à  admettre  que  l'angle  formé  par  les  deux  direc- 
tions, qui  vont  u  point  o  aux  deux  points  210,,  20)3  du  parallélo- 
gramme des  périodes,  a  la  disposition  directe. 

D'autre  part,  nous  ne  considérerons  plus  que  des  couples 
(2Û, ,  2^3)  proprement  équivalents  au  couple  primitif  (20),,  2  W3) 

de  sorte  que  le  coefficient  de  i  dans  le  rapport  —  sera  aussi  positif 

et  qu'il  faudra  toujours  prendre  le  signe  supérieur  +  dans  les  for- 
mules (Xc)  et  (XX3);  ainsi  l'on  aura  toujours 


(XXVIII,) 


Illi23— Ilsfli 


■Kl 

7)30)1  =  -! , 

2 

1 


152.  Nous  allons  d'abord  écrire  sous  une  autre  forme  la  for- 
mule (X()  qui  donne  l'expression  en  produit  infini,  à  simple 
entrée,  de  la  fonction  g",  ainsi  que  les  formules  analogues 
(XVTl3_5),  relatives  aux  fonctions  a"),  rf^,  «s'a. 

Nous  emploierons  les  notations  suivantes  (-) 

/  u 

i  V  =  - — • ,  z  =  e"'!', 

(XXVIII2)  ' 

0)1 


(')  C'est  la  marche  suivie  par  M.  Weierstrass  dans  ses  cours  professés  à  l'Uni- 
versité de  Berlin;  c'est  aussi  celle  de  M.  Schwarz  dans  les  Formeln  und 
Lehrsdtze. 

{')  M.  Hermite  a  souvent  employé  le  symbole  w  pour  représenter  le  rapport  —  ; 

iù. 

c'est  aussi   la   notation  adoptée   par   M.   Weber   {Elliptische  Functi  nen    und 
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en  vertu  desquelles  on  a  immédiatement,  par  la  formule  d'EuIer 
sin^  =  — .(e'-^ — e~'^),  les  égalités 

ri  —:i  - 


sinr =  -^ 


■liai  11 


2  II  Ws  -!-  //  q 

sim: =  — 

■2t0i 


74(0.3 


il 

qn —  q~ii 
■li 


et,  par  suite, 


2/10)3 U     .  2/iO))+îi 

sin~ sim: 


2W,  (i  — q^"z.-^M\  —  q^"  z-ï) 


D'ailleurs,  à  cause  de  la  supposition  du  numéro  précédent,  la 
valeur  absolue  de  q  est  inférieure  à  un,  d'où  il  résulte  que  les 
produits 

n=:c»  n=:oo  7l=:oo 

JJ(,_^2«--2),  J][(l-ry2«^2),  JJ(,_^2«), 

it  =  l  «:=1  n  —  1 

sont  absolument  convergents.  La  formule  (X,) 

c'a  =  e-<^i  sin I  I 

7t  2W,  i  JL 

et  la  suivante,  qui  lui  est  équivalente, 

n 


■).  W  1 


du  —  e  -«^1 


.  2W,  '   .... 


sin^T 


■?.noi^ — u    .       2«(0T-f-« 
"-*  suit: sm::  — ^ 


2Wi 


20)1 


siii2- 


algebraische  Zahlen).  M.Weierstrass  et  M.  Schwarz  {Fovmela  und  Lehrsàtze) 
désignent  par  h  l'exponentielle  e~';  de  même  ils  désignent  par  H„,  H,,  H^,  H,  les 
fonctions  de  q  que  nous  désignerons  (n"  154)  par  q^,  </,,  q^,  q^.  Dans  beaucoup 
des  formules  qui  suivent,  c'est  q^  qui  figure  seul;  aussi  a-t-on  souvent  employé 
une  lettre  pour  désigner  q';  M.  Klein  emploie  la  lettre  r,  M.  Hermite  s'est  quel- 
quefois servi,  dans  ce  même  sens,  de  la  lettre  Q,  que  nous  employons  avec  une 
signification  tout  autre. 
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peuvent  donc  s'écrire 

(XXIX.)    ^»  =  e--vi.'>^.-'^^-""^ff'~^^^"'TT'~'^"^^ 

^  '  Tt  11        IJL      I— 5r2«      XJL     I  — ^2« 

OU  encore,  si  l'on  tient  compte  de  la  relation 

(l  —  5'2«^-2)(i  _  qtnz'i)  =  I  —  25-2'»  C0S2('7r  +  gr4«, 


(XXIXi)     c'a  =  esvi.w.p'l^i  sinPTrTT 


(l_  ^2/1)2 


De  même  les  trois  formules  (XVIIa.s) relatives  à  (^^u,  'i.^i',  ^^if 
peuvent  s'écrire  chacune  des  deux  manières  suivantes  : 


(XXIX2) 


^,  a  =  .2,.«...  t±Ill  TT  i±l!!^^  TT  l±j7!:^. 
2        TA     14- 3-2'»     TT    i-+-g^-'i 

/J  =  l  n  =  l 


n  =00 

x2'î  rnsOf  TT  -4-  /Tr4« 


_  e2iiWi»''cospTt  I  I '- '— 

TT  (l-H<72/t)2 


n  =  l 


n=;c 


— --n^i^s^n 


I  -+-  g^"-^z^ 


(XXIX3) 


n—l  n=l 


e^Ait^y- 


n  =:e 


n 


I  4-  9.^2/t-l  cOSaPTT  4-  <7*«-2 


(14-  q^'t~iy^ 

n  =  1 


n  =00 


-»— "n-7£^ni 


^  XXIX  4).    < 


n  =  1  n  =  1 


=  gî^iWi^'' 


n 


I  —  9. (/^«-i  00s 9 px  -^  7*' 


io3.  En  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  mem- 
bres des  égalités  précédentes,  on  obtient  pour  "Çu,  'C^^  u,  ^o  "-^  ^3'' 
des  expressions  intéressantes  que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
d'écrire;  les  séries  que  l'on  trouve  ainsi  permettent  d'obtenir, 
pour  ces  fonctions,  d'importants  développements  en  séries  trigo- 
métriquesj  c'est  un  sujet  que  nous  reprendrons  plus  tard. 

Signalons  toutefois,  en  passant,  la  forme  que  prennent  les  for- 
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mules  (XVII2)  avec  les  notations  actuelles,  à  savoir 

(I)       2  7)1(0,  =-2eit0f  -+-7:2       î"^^(l+^^2/t)2   h 

(XXX)        /(2)     2r).a>i=-2e,u)f  +  7r2^^^;^Ç;_\^^, 

f     (3)       2  7),tO,    =-2e3  0)2-712  2^^^^—^^^^-^. 

-,  «=i 

Joignons  à  ces  formules  celle-ci  : 

<|ui  n'est  autre  chose  que  la  relation  (X^)  écrite  avec  le  nouveau 
système  de  notations.  En  ajoutant  les  trois  premières  égalités,  en 
se  rappelant  que  ej  +  eo  -|-  ^3  est  nul,  et  en  comparant  le  résultat 
à  la  dernière  égalité,  on  trouve  la  relation  linéaire  qui  suit,  entre 
les  quatre  séries  qui  figurent  aux  seconds  membres  des  formules 

(XXX._,), 


0 


qiii^i 


154.  Revenons  maintenant  aux  égalités  (XXIX)  du  n°  152  dont 
les  conséquences  et  les  transformations  font  l'objet  principal  de  ce 
paragraphe. 

Tout  d'abord,  nous  remplacerons,  dans  ces  formules,  u  successi- 
vement par  (o,,  lOo,  (O3  de  manière  à  avoir  les  développements  en 
produits  infinis  de  3'W(x,  (j^w^. 

Remplacer  u  par  w , ,  wo ,  W3  revient  à  remplacer  v  par  -  ? ^ —  , 


-  et  z  par 


e  '^  = —  iÇ     j         e  2   —  gi. 


On  observera  que,  en  vertu  de  ces  égalités  même,  les  nota- 
tions  ^-,  q   -,  que  nous  remplacerons  à  l'occasion  par  y/^,— t= 
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ne   comportent  aucune  ambiguïté.  Nous  serons  aussi  amenés  à 

m  m 

écrire  v'i'">  ï"?  \Ô^-)  '?"»  f^^  désignant  un  entier  quelconque  et  n 
un  entier  positif  quelconque,  et  nous  entendrons  par  là 


(XXVIII3) 


de  sorte  que  les  symboles  s/i"^^  i",  s/q'"'^  </"  ne  comporteront  ja- 
mais aucune  ambiguïté;  nous  disons  cela  une  fois  pour  toutes. 

Comme  les  produits  infinis  qui  figurent  aux  donominalrurs  de» 
formules  (XXIX, _4)  s'introduisent  dans  un  grand  nombre  de  for- 
mules, nous  poserons  aussi,  pour  abréger, 


m 

m-Kl 

= 

l" 

= 

e  2^, 

m 

OTTTl/ 

= 

q^ 

= 

e    " 

(XXVFII4) 


n  =00  n  =  ai 

n  =  00  n  =  00 

72  =  JJ(l  +  5''"--'),  '7:1=  JJ(I-^'"-*)- 
«  =  1  «  =  1 


Les  quantités  q^,  ^1,  q^^  qs  sont  liées  par  une  relation  algé- 
brique qu'on  obtient  immédiatement  en  remarquant  que  les  pro- 
duits infinis 


n=:te 


JJ(i-'7"),     JJ('  +  ^") 
étant  absolument  convergents,  on  peut  écrire 

«  =  1  n  =  l 

puis,  en  groupant  dans  chaque  produit  infini  partiel  les  facteurs 
pour  lesquels  n  est  pair,  d'une  part,  et  ceux  pour  lesquels  n  est 
impair,  de  l'autre, 

n  =  ce  n  =  ao  7!=oo  7!=» 
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d'où 

(XXVIIIs)  qxqiqi  =  \- 

loo.  Si  nous  mettons  to,,  coa,  w,  à  la  place  de  u  dans  le  fac- 
teur e^Yj.w,»''  q„j  figure  partout  dans  les  formules  (XXIX),  nous 
trouverons  respectivement 

YliM,  l^iWl  t\xtù\ 

e~2~,     gîwi,     e~2wr. 

Les  deux  dernières   quantités  se  transforment  comme  il  suit  : 
l'égalité 


montre  que  l'on  a 


7)10)2  T.iiàx  T-iU-^-x) 

~ —  ^(2  ^2  = = : 

lOj  21O1  2». 

on  aura  donc 


on  trouve  de  même 


e  2Wi   =  e   2    q'* 


Dès    lors   le   calcul    des   diverses   quantités   a'tOa,   «s'ptoa   ne   pré- 
sente   aucune   difficulté.  En  remplaçant,  par  exemple,    dans  la 

formule  (XXIX2),  u  par  too,  z  par  —— >  z-  par ?  on   trouve  de 

yjq  q 

suite 

v^     ,«  — i  i  "  =  ="  «  =  « 

a'ia)2  =  e    2     ^,-^4  _!i__LiSL  Jj^  J^(,  _  y2«-i) Jj^  J^(,  _  ^2«+i). 
En  observant  que  l'on  a 


n<'-î'"')=(r^ 


on  obtient  donc  l'égalité 


ifUWj  2 

iqW 
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Le  calcul  se  fait  de  la  même  façon  pour  les  autres  quantités  et 
l'on  trouve  finalement  les  résultats  qui  figurent  dans  le  Tableau 
suivant,  dont  la  disposition  s'explique  d'elle-même 


^XXXJ,) 


Wi 

«02 

0)3 

* 

a' 

•xqlq* 

0-1 

o 

—  e   2     iy/t_^X_ 

3-2 

9Ï 

o 

^3 

e   ^    ^ 

^*"î          ,    o2„'4 

o 

156.  Ces  résultats  et  la  formule  (XIc) 

CTatop 


/«S— «a 


tfwp 


nous  permettent  d'exprimer  avi  moyen  de  co,,  «y,  ^o>  (/i?  ^2j  ^s  ^6^ 
six  radicaux  y^ep — ^aî  on  trouve  immédiatement,  après  des  ré- 
ductions qui  reposent  seulement  sur  la  formule  giQ^q^^^-^^-,  les 
expressions  suivantes 


v/e2  — 


e% 


20)1 


^qUW 


(XXXI2) 


i  2  loi 


/e. 


^g^3*- 


Le  calcul  des  autres  radicaux  et  les  formules  (XIII4)  fournis- 
sent une  vérification. 
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Ces  expressions  mettent  bien  en  évidence  ce  fait,  établi  au  n°  119, 
que  les  trois  quantités  sje^ —  63,  y/e,  —  63,  y/e,  —  e^  sont  des  fonc- 
tions homogènes  et  du  degré  —  i  des  demi-périodes  w,,  (03. 

Les  expressions  de  eo  —  <?35  ^i  —  ^3?  ^\  —  <?2  au  moyen  de  q^  q^, 
q\t  q-ii  q-i  nous  fournissent  une  seconde  relation  algébrique  entre 
ces  dernières  quantités,  à  savoir 

(xxviiie)  ^'àqq\  =  q\-q\; 

c'est  en  effet  la  conséquence  immédiate  de  l'identité 

(«2— e3)  =  (ei— es)  — (ei  — eO- 

157.  Nous  définirons  sans  ambiguïté  les  racines  quatrièmes  des 
différences  eo  —  <?3>  ^i  —  ^35  ^«  —  ^2  et  la  racine  huitième  du 
discriminant  (j'  de  l'équation 

4X!'-^2X-^"-3=4(X-ei)(X-e2)(X-^3)=o, 

en  posant 

(XXXI3)  ii/ex—e3=  y  :rr7  qoq\ 


2Wi 


;/ei—e.i^     i/—-qç,ql, 
(XXXIv)     ^y=  ^ej—ejÇ/e,— Éf3v/ei  — ^2=  '  ^  I/'VcÏT;  ^^"  ^'' 

Dans  toutes  ces  formules  la  signification  det/— ^  est  la  même; 

°  y    2  0)1 

elle  peut  d'ailleurs  être  fixée  arbitrairement. 

158.  Les  produits  infinis  qui  dans  les  expressions  (XXIX)  ob- 
tenues pour  du,  3",  u,  d-îU,  d^ii  figurent  au  numérateur  sont  sus- 
ceptibles d'être  développés  en  séries  convergentes,  d'une  forme 

très  simple,  entières  en  q  ou  en  q'  ('). 


(')   Le  procédé  de  passage  à  la  limite  que  l'on  trouvera  ci-dessous  pour  dé- 
duire la  fonction  2r   de  la  fonction  r   a  été  développé  par  M.  Biehler,  qui  en  a 
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Considérons  d'abord  le  produit  infini 

W  =  00 

JJ[(l  +  5r2«-lz2)(H-^2«-  1^-2)], 
«.—  1 

qui  figure  dans  l'expression  de  <^-,u  et  posons  pour  un  instant 

0(Z)=         ((-1-^52)      (,_t_ç,3^2)      ...(,  +  ^2«-l22) 

X  (H-  qz-^){i  -4-  q^z-^).  .  .(l  +  ^2«-l5-2^. 

11  est  clair  qu'on  peut  écrire 

ç(^)  =  ao-i-«i(s-+  s"^)+-  •■■+-  a/i-( -2/^  +  ^-2^)  +  .  .  .4-a„(^2«^_  2-2/1), 
«05  cii,  . .  .,  «A,  .  .  . ,  Œil  étant  des  fonctions  entières  de  ^. 
D'ailleurs  la  définition  de  'f  (s)  montre  que  l'on  a 

çp(grs)=  (l-f-  ^7352)(l  +  5r3z2),..(,_,_^2«  +  l22) 

d'où 

En  remplaçant,  dans  cette  identité,  'f  (:;)  et  ^{qz)  par 

«0+       ai(;;2_,_2-2)         -[-...+        a„(s2«_,_5-2«) 
et 

«0H-«l(g'2^2  4_  ^-2^-2)  _f_..  ,_i_ûj^^(^2«22«_j_g,-2«^-2«), 

puis  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  s~2A+2^ 
il  vient 

OU 

<72A:-l(i_„2«-2A+2) 

«/^.  =  ak-\ r — V, • 


donné  diverses  applications  intéressantes  en  envisageant  les  transcendantes  con- 
sidérées comme  des  limites  de  fonctions  algébriques  {Journal  de  Crelle,  t.  88, 
p.  i85).  Le  principe  en  est  d'ailleurs  dû  à  Cauchy  {Comptes  rendus,  i845). 

Observons  encore  que  M.  Schellbach  dans  l'Ouvrage  intitulé  :  Die  Lehre  von  den 
clliptischen  Integralen  und  den  Theta-Functionen  (Berlin,  1864 )  a  pris  les  pro- 
duits infinis  comme  point  de  départ  de  la  théorie  des  fonctions  Thêta.  Jacobi,  lui- 
même,  avait  signalé  les  avantages  de  cette  marche. 
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En  remplaçant  su;2cessivement  /»•  par  k  —  i,  A"  —  2,  . . . ,  i,  et 
en  multipliant  membre  à  membre  les  égalités  ainsi  obtenues,  on 
aura 

D'ailleurs,  sur  la  définition  de  'f  (^),  on  voit  que  l'on  a 

an  =  q"'  ; 
par  suite, 

(i  — çr2)(r  — <7M...(i  — ^2«) 


I  =  «0 


(i  —  q-^'^^-^){i  —  q-^''-'*).  ..(I  —  q'"') 


En  remplaçant  «oi  dans  l'expression  obtenue  pour  aie,  par  la 
valeur  que  fournit  cette  dernière  égalité,  il  vient 

_  q''-  (^  —  q^-"-^'^■■^^...(\  —  q'"') 

"^'~  (i  —  q''){i  —  q') ■■■{'  — q'')  {i  —  q"'^-)...{i  —  q^"^-''--)' 
ou  encore 

.    q^ 

«/.  =  a,. , 

{i  —  q'){i  —  q')---{i  —  q'"') 
en  faisant,  pour  abréger, 

X(l  —  g'2«+2A-+2)(i_^2/H-2X-H-4),  .  .(i_  ^l«). 

Il  est  d'ailleurs  manifeste  que,  quand  n  grandit  indéfiniment, 
a\  a  pour  limite  l'unité,  à  cause  de  la  convergence  du  produit  in- 
fini 


JJ(i-ry2'«). 


On  voit  aussi  que  tous  les  nombres  «^  restent,  en  valeur  absolue, 
inférieurs  à  un  nombre  positif  fixe  «',  indépendant  de  n,  par 
exemple  au  produit  infini  convergent  dont  le  m''"""^  facteur  serait 

Ceci  posé,  considérons  l'expression 

F„(z)=(i-5r2)(i-^^)...(i-^2«)?(2); 
on  a,  d'après  ce  qui  précède,  l'égalité 

p„(z)  =  i  +  a[q{z^-hz-^)-h...-{-a'/,q^'-{zik  +  z-^'')-\-...-hanq"\z^"+z--'"y. 
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et  l'on  voit  sans  peine  que,  si  l'on  fait  croître  n  indéfiniment,  F„(:;) 
a  pour  limite  la  somme  de  la  série 

F  (z)=  ï  -^  q  (z^-h  Z-^)  -h  .  .  .  +  q'''-  (^2A-  _^^-2A-)  4_  .  .  .  _L_  ^«'  (  ^2»  ^_  3-2^)  _^  .   . . 

Que  cette  série  soit  absolument  convergente,  c'est  ce  qui  résulte 
de  ce  que  la  série 

est  elle-même  absolument  convergente,  ainsi  que  celle  qu'on  en 

déduit  en  changeant  ^  en  -  :  en  effet,  \^\q"'' z-'^\  =  \(i" z-\  tend 

vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment.  Regardons  maintenant 
^  et  s  comme  des  nombres  donnés  :  il  est  clair  que  l'on  a 

1  a'i,q^\z'^l^ -^  z-'^k)  \<a'\  ^2/^  (^2^■-^  ^-2^0  I; 

par  conséquent,  dans  le  développement  de  F„(;s),  la  valeur  abso- 
lue de  la  somme  des  termes  qui  suivent  le  terme  de  rang  k  est  in- 
férieure à  la  somme,  multipliée  par  «',  des  valeurs  absolues  des 
termes  qui,  dans  la  série  F(;:),  suivent  aussi  le  terme  de  rang  k\ 
or,  en  prenant  k  suffisamment  grand,  on  peut  supposer  cette  der- 
nière somme  moindre  qu'un  nombre  positif  arbitraire  e.  D'un 
autre  côté,  k  étant  ainsi  fixé,  puisque,  lorsque  n  augmente  in- 
définiment, «j,  «2,  ...,  a'^_,  ont  pour  limite  l'unité,  on  peut 
prendre  n  assez  grand  pour  que  la  différence  entre  la  somme  des  A' 
premiers  termes  de  F(:;)  et  la  somme  des  k  premiers  termes  de 
F„(^)  soit  moindre  en  valeur  absolue  que  s;  on  aura,  dans  ces 

conditions, 

|F(3)-F„(^)|<3£, 

ce  qui  prouve  bien  que  F„(2)  a  pour  limite  F(-s),  quand  n  gran- 
dit indéfiniment. 

Observons  en  passant  que,  si  Ton  désigne  par  A  un  nombre 
positif  quelconque,  on  reconnaît  immédiatement,  sur  la  forme 
même  de  la  série  dont  la  somme  est  F(^),  que  cette  série  est  abso- 
lument et  uniformément  convergente  pour  l'ensemble  des  valeurs 
de  z  qui  vérifient  les  conditions 
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Ea  effet,  on  voit,  sous  le  bénéfice  de  ces  conditions,  que  les  valeurs 
absolues  des  termes  de  la  série  F{z)  sont  inférieures  ou  égales  aux 
ternies,  tous  positifs,  de  la  série 

IH-  2  I  gr  I  A2  -+-  .  .  .  -i-  2  I  ^«'  I  A2«  -f- .  .  .  , 

série  dont  la  convergence  résulte  des  remarques  précédentes.  Il 
suffit  dès  lors,  pour  établir  la  proposition  énoncée,  d'appliquer  le 
théorème  du  n"  24. 

159.  Nous  avons  établi  l'identité 
11=00 

n  =  l  n 

et,  par  suite  (XXIX3),  l'égalité 

nous  obtiendrons  des  identités  analogues  pour  les  autres  fonctions 
s* M  en  changeant  ?f  en  ?«  + w,,  ?^ — •Wo,  m +  (03,  ce  qui  revient  à 

chauffer  ^^  en  t'  H —  >  v^  -| '-  ^  v  -\-  -  • 

^  11% 

Par  exemple,  si  l'on  change  u  en  u  —  too,  et  si  l'on  tient  compte 
de  la  formule  (XII3) 


on  obtient  l'égalité 


en  posant,  pour  abréger, 

W  =  27)1  Wit;2  _(_  2(yj2Wi— 7)10)2)  (^  + 


2a>i 


r, ,  lit  \ 

Si  l'on  se  reporte  d'ailleurs  aux  valeurs  de  rfcoo,  e^"'  qui   ont  été 
établies  au  n°  loo,  si  l'on  se  rappelle  que  riow,  — ■/;,(02  est  égal 


,     TZl 

a  —  j  on  trouve 
■2 


,j|,  2Y),W,c-+Tîit' -^—^     /-.    - 
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on  a  donc 

On  obtiendra  de  même,  en  changeant  ii  en  u  +  Wj  dans  l'ex- 
pression de  d-^ii^  l'égalité 

a',it=  620,(0,4'- \ _.^gV''"^2y'    g(2«+l)l^TO^ 

et,  en  changeant  dans  la  même  expression  u  en  ?^  -|-  w,, 

q^qi  ^^ 

n 

II.  —  Relations  entre  les  fonctions  j  et  les  fonctions  2r. 

160.  Les  développements  des  fonctions  du,  es*,  «,  d-xii,  d^u 
auxquels  nous  venons  de  parvenir  nous  amènent  à  introduire  quatre 
nouvelles  fonctions  de  la  variable  c  = Nous  poserons  (M 


1  \' 


H 

n 

On  reconnaît  directement,  sur  la  forme  même  des  séries  qui 
figurent  dans  les  seconds  membres,  que  ces  séries,  regardées  comme 


(')  Les  notations  relatives  aux  fonctions  Sr  sont  celles  que  Jacobi  a  inti'oduites 
pour  la  première  fois  dans  un  cours  professé  en  i835-i836  à  l'Université  de 
Kœnigsberg  et  qu'il  a  ensuite  employées  plutôt  que  celles  des  Fundamenta  dont 
nous  parlerons  plus  loin.  11  ne  met  toutefois  pas  d'indice  là  où  nous  mettons  l'in- 
dice 4  et  il  écrit  Sr^(('T:)  là  où  nous  écrivons  Sr^(t')  (Werke,  t.  I,  p.  5oj).  M.  Weier- 
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dépendant  de  la  variable  v,  sont  absolument  et  uniformément  con- 
vergentes dans  toute  région  limitée  du  plan  oii  l'on  figure  cette 
variable.  En  effet,  un  raisonnement  tout  semblable  à  celui  de  la 
fin  du  n°  lo8  montre  que  la  série  qui  définit  la  fonction  ^^{v)  de 
la  variable  v  est  absolument  et  uniformément  convergente  pour 
l'ensemble  des  valeurs  de  v  qui  vérifient  les  conditions 

OÙ  A  est  un  nombre  positif  fixe  quelconque,  et  l'on   reconnaît 


strass,  M.  Schwarz,  Halphen  mettent  l'indice  o  là  où  nous  mettons  l'indice  4;  'a 
variable  est  la  même  que  dans  notre  texte. 
M.  Hermite  a  employé  la  notation  condensée 

n 

OÙ  a,  p  sont  des  entiers  quelconques;  les  fonctions  6,,,  6,„,  O^^,,  ô„,  de  M.   Hermite 
sont  donc  nos  fonctions  rS;,,  S?^,  Sr^,  Sr^.  On  a  d'ailleurs 


p,  q  étant  des  entiers  quelconques.  Cette  dernière  formule,  à  elle  seule,  contient  les 
vingt-quatre  formules  (X\XIV,_,)  que  nous  écrivons  plus  loin  explicitement;  on 
voit  assez,  par  ce  seul  exemple,  les  avantages  que  cette  notation  peut  présenter  dans 

bien  des  cas.  Ajoutons  que  les  zéros  de  9a,?(^)  sont  congrus  à i x, 

modulis  I,  T. 

Les  notations  de  Briot  et  Bouquet  (  Théorie  des  fonctions  elliptiques  )  se  rat- 
tachent à  celles  que  nous  avons  adoptées  en  posant 

W  =  20),,  to'—  2(«)j,  X^^tiiV, 

6,(0.)  =  =;,(.)  =  2Y/"^'^^cos^^^-'^"", 

n  —  ï 

e^(ar)  =  2r,(v)  =  i-h  2  ^  q'i 

n  —  l 

^_{x)-'Ss^{v)  —  1+  1  y  (— l)"Ç"'C0S^^ 


"în-Kx 
cos > 
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immédiatement  que  ces  conditions  reviennent  à  dire  que,  dans  p, 
le  coefficient  de  i  doit  être  moindre  en  valeur  absolue  qu'un 
nombre  positif  fixe,  d'ailleurs  arbitraire.  On  pourrait  faire  le 
même  raisonnement  sur  les  autres  séries,  mais  la  façon  dont  on 
passe  de  l'une  aux  autres  permet  de  s'en  dispenser.  Ainsi  les  fonc- 
tions ^  sont  des  fonctions  transcendantes  entières  en  <',  et  les 
séries  qui  les  définissent  peuvent  être  difFérentiées,  terme  à  terme, 
par  rapport  à  v.  On  reconnaît  de  même  que  ces  séries  peuvent 
être  différentiées,  terme  à  terme,  par  rapport  à  q  ou  par  rapport 
à  T. 

16J .  En  groupant  ensemble  les  termes  pour  lesquels  les  expo- 
sants de  e  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  et  en  tenant  compte 
des  formules  d'Euler  (n°  66),  on  peut  écrire 

/  n  =  oo  /        M  ' 

(r)     !3'i(t')=:\( — ly^iq  sin(2/H- O-irt», 

n  =  0 


(n     -\' 


XXX]  I) 


(3)  2r3((^)  =  i-i- \  2^"' cosa/zTTP, 

71  =  1 

n  =  "> 

(4)  '^,^{v)=  I  4-  \  ( — i)"2q"^  cosimiç, 

\  n  =  1 

ou  encore  d'une  façon  plus  explicite 

2ri(p)  =  2  g'*  sin  TTC  —  2^'*  sin  3tp  H- 2^  *  sinSTiP — ..., 

i  9.  11 

2r2(p)  =  2 g''*  cos-rrp  -+-  Q.g'*  cos3-p  -+-  2^  *  cosottp  +.  .  . , 

2r3(p)  =  I-t-2g  C0S2TC(^  -t-  27*  COS  iTTt'  +  iq^  C0s6lT('  -+-..., 

^!^(i>)  =  i — 2q  cos2  7rP'  -i-iq'*  cos^Tzv  —  9^q^  cosGtk'  -+■.... 

Quand  on  voudra  mettre  en  évidence,  soit  le  rapport  ■:  ^—  —  >  à 

l'aide  duquel  les  qualre  fonctions  .3»  sont  formées,  soit  le  nombre 
q  =  e'r^',  on  écrira 

^i(v\^),,  %ii>\^),     2r3(>lT),     %{i'\z), 
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OU 

'^\{v,q),     ^2{v,q),     ^3(v,g),     ^^{v,  q), 

à  la  place  de 

3r,(p),     %{v\     ^,{v),    ?!,(y). 

Avec  ces  notations,  les  résultats  du  n°  159  peuvent  être  mis  sous 
la  forme  suivante 

(0         —  ag5'*"a'M  =  e2'iiWi*''2ri(ç>), 

(XXXIII)  j  (2)      2gro5rf^^a'iM=:e2^.".'''2r2(«;), 

1(3)  qoq\^..u  =  e'^-^^<^i-'%{v\ 

'    (4)  g'og'|a'3tt  =  e2r).a,...2r,(p). 

162.  Les  formules  (XXXIIÏ,_ji)  peuvent  s'écrire  sous  diverses 
formes,  avec  lesquelles  il  convient  de  se  familiariser. 

La  première  montre  que  3|  {v)  s'annule  pour  u  =  o.  En  prenant 
les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  u,  en  supposant 
«  =  o  et  en  se  rappelant  que  l'on  a  d'o  =  i,  on  trouve 

Divisons  l'égalité  (i),  membre  à  membre,  par  celle  que  nous  ve- 
nons d'obtenir;  divisons  de  même  chacune  des  égalités  (2),  (3), 
(4),  membre  à  membre,  par  celle  qu'on  en  déduit  en  y  faisant 
M  =  o  ;  on  trouvera 


(XXXIII) 


,^^  2r,  (p) 

(5)    ^«==.co,^^ 

(6)      o'au^^^i^re^i.'-""         (a  =  1,2,  3). 


En  prenant  les  dérivées  logarithmiques  par  rapport  à   u   des 
deux  membres  des  relations  précédentes,  il  vient  aussi 

!/-\     r»        ^'i"_     ï     ^i(<') 
1  ,      ^ 

/»\     r   „       '^>"  ^     Sra-n(p) 

Wi  2Wi    ^0L+l{v) 

T.  et  M.  -  II.  2 
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et  l'on  peut  mettre  ces  dernières  relations,  en  tenant  compte  de 
celles  qui  précèdent,  sous  la  forme 


^'u  =  '^^u    +|ii^e'-^.to..^ 


c'oi,u=  c'a  M  H 


^i(o) 


g2YliW,f'. 


2Wi   ;îa+i(o) 
Si  l'on  se  reporte   aux  formules  (XXXl3_/,)  qui  donnent  les 


expressions  de  \e.2 —  Cg,  .  .  . ,  au  moyen  de  q\  Ço,  .  . .,  on  voit 
qu'on  peut  encore  écrire 


(9)  \/'^V{)  o-i.   =ie2-o.a)..'^j(^)^ 

(10)  i/^^  v^e.2  —  es  tf,  u  =  ie'--nr^i"'-%(v), 

(11)  4/^v/^7=^3a'2t<  =  e2-/i.«.-'2r3(p), 

(12)  l/^  l/ey  —  62  ^^u  =  e2n,«,p=^^((,). 


(XXXIII) 


En  remplaçant  dans  les  formules  (XXXni,_r,)  du,  a",  «,  Ct^u, 
d^u  par  leurs  développements  en  produits  infinis  à  simple  entrée 
(XXIX),  pris  chacun  sous  la  forme  qui  met  en  évidence  la  va- 
riable V.  on  trouve  enfin 


(5)  S'i(p)=  agro^*  «inç'-  I   I  (i  —  iq^"- co?,ivv: -\- q''"-)^ 

n  =  l 

(6)  ?!i{v)=  2qoq^  cosv-  t  î  (i -h- ■2q'^"' cosivr: -h  q'*'^), 


(XXXII) 


(7)  ^-ii^)  =  '70  JJ(i  +  2^2'»-!  C0S2P-  +  5r4«-2), 

n=l 

(8)  ^,,{V)=  ^oTT(l  —  27-'»-'  COS2P'!r-t-gr4«-2). 
n  =  l 

163.  Il  est  quelquefois  commode  de  prendre  z  comme  variable 
indépendante  et  de  considérer,  au  lieu   des  fonctions  Sr(p),  les 
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fonctions  suivantes  qui  n'en  diffèrent  au  fond  que  par  le  nom  de 
la  variable. 
Si  l'on  pose 

{i  bis)  pi(^)=  42^""')"^         ^"*^'' 
« 

{%bis)     p2(^)=      ^qV^^)  z-^'^+\ 


(XXX  II) 


{■ibis)      p3(^)=       ^q-'-Z^-'^. 
n 

i^bis)       ?4(^)=       ^{-i)nqn'-^2n^ 

on  a  manifestement 

pi(s)=2r,(p),        p^_{z)='^i{v), 
P3(^)  =.%((;),        p4(z)  =  2r4(p). 

En  remplaçant,  dans  les  formules  (XXXIII) _4)  S,  (p),  3^2(t^)5 
2^3 (p),  2r.i(t^),  respectivement  par  pi(5),  00(5),  p3(s),  p4(-5)  et 
a'w,  a*)  w,  a'2  M,  a'3  w  parles  produits  infinis  à  simple  entrée  (XXIX), 
pris  chacun  sous  la  forme  qui  met  en  évidence  la  variable  5,  on 
obtient  les  relations 

(5  bis)     p,(z;=2g'o^^^^J[J(i— ?2"^-2)_Q(i-?2«^2^, 

n—X  n— 1 

(6  6«)       p2(z)=2gro^^^^^^JJ(H-g'2«3-2)JJ(l  +  ^2«^2^^ 

(76/5)     P3(2)=3'o  JJ(«  +  2'^«-*5-2)  JJ(i  +  3'-"-*2')» 

n  =  «  n  =  oo 

\  n  =  l  /i=:l 

dont  nûus  ferons  usage  dans  un  instant. 

164.  Les  fonctions  S,  (t^),  2ra+i(^')  qnenous  venons  de  définirai 
dont  nous  avons  établi  le  lien  avec  les  fonctions  c'a,  d^u  diffèrent 
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profondément  de  ces  fonctions  par  la  façon  dont  y  sont  engagées 
les  périodes,  qui  dans  les  fonctions  B  n'entrent  plus  que  par  leur 
/^apport.  Les  séries  Irigonométriques  (XXXIIj_4),  qui  repré- 
sentent ces  fonctions,  sont  très  élégantes  :  elles  sont  précieuses 
dans  les  applications  numériques  à  cause  de  leur  rapide  conver- 
gence. Les  fonctions  2r  jouent  d'ailleurs  un  rôle  essentiel  dans  des 
recherches  importantes  d'Analyse,  d'Algèbre  et  d'Arithmétique. 
Nous  allons,  dans  les  pages  qui  suivent,  développer  les  propriétés 
fondamentales  de  ces  fonctions. 

Plusieurs  de  ces  propriétés  se  déduisent  immédiatement  des 
propriétés  correspondantes  des  fonctions  o'm,  a'aW.  On  reconnaît 
ainsi  très  facilement  quels  sont  les  zéros  des  fonctions  2r,  si 
elles  sont  paires  ou  impaires,  ce  qu'elles  deviennent  lorsqu'on 
remplace  w  par  m +20),,  ^+2003,  t^  +  to,,  i^  +  (03,  ce  qui  re- 
vient à  remplacer  ç  par  (^  +  1,  v  -hz,  v  -\ —  ?  v  -\ —  ;  le  change- 
ment de  II  en  u  —  (O2  donnerait  les  formules  relatives  au  change- 

I   -  l-  T 

ment  de  p  en   (^  H On  peut  ainsi  obtenir  toutes  les  for- 
mules (XXXIV). 
Le  Tableau  qui  suit 


(XXXIVi) 


2r, 

% 

% 

•^4 

0 

I 

2 

f  +  T 

2 

2 

donne  les  valeurs  de  v  qui  annulent  les  diverses  fonctions  S;  ces 
valeurs  ont  été  placées  au-dessous  de  la  fonction  correspondante; 
il  est  sous-entendu  qu'on  peut   leur  ajouter   un    nombre  de  la 
forme  m-\-  nz,  m  el  n  étant  entiers. 
Les  formules 

3r,(_p)=-3,(p), 


(XXXIV2) 


'çt+\ 


{—.v)=       ^a^-l(^') 


n'ô*ït  pas  besoin  d'exp^lication.' 
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Les  formules 


(XXXI  Va) 


STs^i^  +  ^W     2r4(p), 


s'obtiennent  de  la  façon  la  plus  aisée,  sans  passer  par  les  fonc- 
tions a",  en  parlant  des  séries  trigonométriques;  elles  mettent  en 
évidence,  comme  ces  dernières,  la  périodicité  des  quatre  fonc- 
tions 2». 


(XXXIV4) 


Les  formules 


CXXXIV5) 


2r,r(.  +  T)=-A3ri(f), 

%{i'  +  'z)=-A%iv), 

A=       q-^e-^-^", 


2sJv+-)=     B%{ç), 


^J,^-i-l)  =  iB%iv), 


(XXXIVe) 


B  =  ^    *  e-iT^" 

peuvent  se  déduire  des  formules  (XXXII, _4  ns)  légèrement  modi- 
fiées. Si  l'on  y  remplace  q  el  z  par  leurs  valeurs  e'^^',  e"^*,  on  ob- 
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tient  de  suite 
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n 
n 
n 

Les  quantités  entre  crochets  dans  les  exponentielles  sont  toutes 
des  trinômes  du  second  degré  en  n  qui  deviennent  des  carrés  par- 

faits  quand  on  leur  ajoute  la  quantité  —  ;  on  peut  donc  écrire 

n 

(U)        .— ^3(.)=          2^"'^^      ^"^ 
n 

It  /i'-  _--_  .  /         c  \ 

,   (1-2)     e  ^    2f4((^)=      2d(-i)'^e       V      W; 

\  n 

or  on  voit  qu'en  remplaçant  p  par  ^'  +  t  et  n  par  n  —  i ,  les  expo- 
nentielles se  reproduisent;  en  sorte  que,  par  ce  changement,  le 
premier  et  le  quatrième  des  seconds  membres  changent  seulement 
de  signes,  tandis  que  le  second  et  le  troisième  restent  invariables. 
On  a  ainsi,  par  exemple, 


(XXXII) 


d'oili 


s"      ^        2ri(p  +  x)  =  — e"^&,(p), 
^i(p  4-t)  =  -  5r-ie-2/7:^Sr,(p), 


et  l'on   obtient  de  même   ^.i{v -[--:),   ^^{v-^-'z)^  ^^(pH-'r)  au 
moyen  de  Si2(^)>  ^z{^)i  ^4(^)- 
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On  voit  tout  aussi  aisément  sur  ces  formules  comment  les 
choses  se  passent  quand  on  change  ç  en  ç -\ Il  suffît  de  rem- 
placer, dans  les  deux  premières,  n  par  n  —  i  et  (^  par  v -\- - 
(ce  qui  change  /i  +  -  +  -  en  /i  +  -  j ,  et,  dans  les  deux  dernières, 

simplement  p  par  v  -i-  ~  (ce  qui  change  n  -{-  -  en  n  -\-  -  -h  -)•  En 
tenant  compte  d'ailleurs  de  ce  que  l'on  a 

on  obtient  les  expressions  de  27,  (<'+-]'  ^a.-\-\  (  ^  +  ~  )  ^u  moyen 

de   2»i(^'),   27a-(-i(t').   Finalement,   on  arrive    ainsi  aux   formules 
(XXXIVo). 

En  répétant  m  fois  les  formules  (3)  et  ii  fois  les  formules  (5), 
on  a  aussi 

(XXXIV-)        '      ^  /      V       /         /  -   > 

J  2r3(f  -j-  /n  -t-  /ix)  =  ^-«'e-2«'''î'3r3t;, 

Enfin,  en  combinant  les  formules  (4)  et  (6),  on  parvient  aux 
formules 

3^i(^+^)=        B2r3(i^), 

qui  correspondent  au  changement  de  u  en  u  —  Wo. 

Observons  en  passant  que  les  formules  (XXXIV3)  et  (XXXIV5), 
ou,  si  l'on  veut,  les  formules  (XXXIV7),quiles  contiennent  comme 
cas  particuliers,  mettent  en  évidence  ce  fait  que  les  quotients  de 
fonctions  2r  sont  des  fonctions  doublement  périodiques,  avec  les 
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périodes  2,  21:  :  on  prévoit  ainsi  le  rôle  que  joueront  ces  quo- 
tients. 

165.   Comme  le  changement  de  v  en  p  -|-  m  +  /it  revient  au 
changement  de  z  en  ( — i)'^q"Zj  et  que  les  changements   de  v 

en^H — 5  V  -\ — j  ç  -i reviennent  aux  changements  de  z  en 

222  ° 

iz,  z^q^  iz^q,  les  formules  précédentes  peuvent  s'écrire 

pi[(— i)'»5f'»z]  =  (— i)"»+«5r-«'^-2«p,(z), 

P2[(— l)'"g"*-S]  =  (—1)'"         g'-"'-3-2«p2(^), 

P4[(-I)'«5r«5]  =(-!)«        ^-«'-z-2«p^2); 

p2(t^)  =  —  pi(^), 
P3(ts)  =  Ç>k{z), 

9k{iz)  =  p3(s); 

Z  s/q 

P3(^   v/^)   =   -47=P2(^)> 

2  \/q 


Ces  formules  se  déduisent  d'ailleurs  immédiatement  des  défini- 
tions des  diverses  fonctions  p(5). 

166.  Les  fonctions  S  vérifient  toutes  les  quatre  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

iVous  avons  vu,  en  effet  (n°  160),  que  les  séries  qui  définissent 
les  fonctions  .$•<  (ç^,  t),  Sfa+i  {^v,  t),  séries  qui  rentrent  dans  le  type 


^  A    gTii/(/î+a)=+2P'7r/(/i+a) 
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peuvent  être  dififérentiées,  terme  à  terme,  soit  par  rapport  à  v, 
soit  par  rapport  à  t.  Or  la  quantité 

t  =  eTTO'(/i+a)'+2PTti(n+a) 

vérifie,  comme  on  s'en  assure  immédiatement,  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles 

d^t        ,     .dt 

dv^        ^        dz  ' 

il  en  est  donc  de  même  des  quatre  fonctions  3?. 


III.  —  Sur  quelques  fonctions   du  rapport  des  périodes. 
Formules  diverses. 


167.  En  faisant  p  =  o  dans  les   formules  qui  donnent  les  ex- 
pressions des  fonctions  2»(t')  où  l'argument  est  augmenté  de  i,  t, 

m  +  n~,  -»  -7 ?  on  trouve  les  valeurs  de  ces  fonctions  pour 

''222  ^ 

I       T       I  H-  T  ,,  j  1 

V  =  I,  T,  m-f-/iT,  -7  -5  — ; —  :   celles  de  ces  valeurs  qui  ne  sont 

pas  nulles  s'expriment  au  mojen  de  q  et  de  2^2(0),  ^3(0),  ^4(0). 
Ces  valeurs  se  lisent  si  rapidement  sur  les  formules  (XXXIV) 
qu'on  a  jugé  inutile  de  les  récrire  ici.  Nous  nous  bornons  à  trans- 
crire les  résultats  obtenus  en  faisant  p  =  o  dans  les  formules 
(XXXIV),  après  qu'on  a  pris  les  dérivées  des  deux  membres; 
on  obtient  ainsi  le  Tableau  de  formules  (XXXV),  dans  le- 
quel ^' {^)  désigne  toujours  la  dérivée  par  rapport  à  f  de  la 
fonction  2î(p).  Il  convient  d'observer,  d'une  part,  que  les  trois 
quantités  2»l(^i(o)  sont  nulles,  puisque  les  trois  fonctions  Sfa+i  (p) 
sont  paires;  d'autre  part,  qu'il  ne  s'introduit  pas  dans  le  Tableau 
d'autre  élément  nouveau  que  27',  (o). 

fy,ii)  =  -y,{o),    ■ 

xxxvo  h;'.(0  =  o, 

1  %{i)  =  0, 
[  ^'4(0  =  0; 


(XXXVO 


(XXXVs) 


(XXXVe) 
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^'^(^)  =-^1(0), 
(XXXV2) 

1 1 

'4 

(XXXVa)  j^'.(-)  =  ----'7-2r,(o), 


/t\  -i 

3r'i(m  +  ux)  =(_iy"+«^-«=27'i(o), 

2?2  ( m  -4-  /i T )  =  (—  I )'«+!  -xn-K iq-"'  ?ii (o), 

3r3(m-H/iT)=  — •inT:iq—"'?!:i{o). 

Sr'i  (  m  -r-  rt  T  )  =  (—  I  )''+!  2  71  71  i'g'-"'  2?4  (o)  ; 

y,{l^)=-i^q-'^%{o). 

Il  est  à  peine  utile  de  remarquer  que  toutes  ces  quantités  ne  dé- 
pendent que  de  t. 

On  aurait  des  formules  analogues,  que  nous  nous  dispensons 
d'écrire,  pour  les  valeurs  des  fonctions  0(5)  ou'de  leurs  dérivées, 
quand  on  suppose  z  égal  à  i,  \Jq^  ^sl^Ji  •  •  •  >  l^s  quantités  Sa+t  (o) 
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sont  respectivement  égales  aux  quantités  pa+i(05  q^^'^ï^''  à  p,  (i) 

c'est -.B?'.(o). 

168.  Les  relations  entre  les  quantités  S,  (o),  ^a+t  (o)j  envisa- 
gées comme  des  fonctions  de  ^,  permettent  d'établir  des  propo- 
sitions importantes  de  la  théorie  des  nombres.  Aussi  convient-il 
de  nous  arrêter  un  instant  à  l'étude  de  ces  fonctions. 

Voici  d'abord  leurs  expressions  en  fonction  de  q,  obtenues  en 
posant  (^  =  0,  ^  =  1  dans  les  formules  (XXXll,_.();  toutefois, 
pour  la  première  de  ces  formules,  on  a  pris  la  dérivée  des  deux 
membres  par  rapport  à  v  avant  de  faire  p  =  o, 

f     3'j(o)=7ry  (— O^Can  +  O^V  ^2)    =  ^^Xq^ —  3q^ -^  5q^  —  . 
n 

S,(„)=  ^gi'^ÏÏ 

n 

n 


(XXXVI.)  ; 


=  l-\-  2q  -\-iq'*  -hiq^  -f-.. 
=  l —  2q  -h  iq'*  —  -iq^  -h..  ■ 


On  trouve  de  même,  au  moyen  des  formules  (XXXIII, _4)  par 

exemple, 

/  j. 

I    Sr'j(o)  =  2Tzqlq^, 
1  i_ 

(XXXVI2)  l%(o)=2qoqlq\ 

1  3-3(0)  =  qoqh 

En  comparant  ces  relations  aux  égalités  (XXXl3_^)  qui  donnent 
les   expressions    de  ^(J   et    des    quantités  ^6-2  —  63,   \Jq\  — 63, 

\Je^  —  (?2  au  moyen  de  ^*,  go>  (7i>  ^2>  (J^i  on  trouve 


(XXXVI3) 


aco.t/t/=Y^2r;(o), 


.), 
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Ces  mêmes  formules  s'obtiennent  évidemment  en  supposant 
p  =  o,  w  =  o  dans  les  relations  (XXXIIl9_i2)  5  toutefois,  pour  la 
première,  on  doit  d'abord  prendre  les  dérivées  des  deux  membres. 

Il  va  sans  dire  que  i /- —  doit  avoir  la  même  signification  que 

dans  les  formules  (XXXl3_/, ). 
On  tire  de  là 


/ _.  ^ 

\Jeï  —  es  y'di  —  es  s/ei  —  e^  =  —  ^^  ?S'^  (o), 

(XXXVIO        \ 

i/ei  —  e-,  =       — ^"—  Sri  (o). 

Puisque  les  quantités  .'^^^(o),  27|(o),  Sr^(o),  37j^(o)  ne  dépendent 
que  de  t,  on  voit  que  ces  formules  mettent  bien  en  évidence  la 
propriété  des  radicaux  y/e^  —  cs,  ...,  de  se  reproduire  divisés 
par  \  quand  on  remplace  w , ,  CO3  par  \^li^ ,  Xwg  (  XVIII4  ) . 


169.  Comme  l'on  a  <7,^2  9'3=  i ,  on  voit  immédiatement  que  les 
quatre  quantités  .^1(0),  2^2(0),  ^3(0),  2*4(0)  sont  liées  par  la  rela- 
tion 

(XXXVI3)  ^  2r;(o)  =  TT2r2(o)&3(o)Sr4(o). 

En  élevant  au  carré  les  trois  dernières  égalités  (XXXVI4)  et 
en  les  combinant  comme  l'on  a  fait  quand  on  a  obtenu  la  relation 

l&qq\  =  ql  —  ql, 
on  obtient  la  relation  équivalente 

(XXXVIe)  3|(o)  =  &|(o)  +  2rt(o). 

Si  l'on  tient  compte  de  la  relation  e,  -h  62  +  ^3  =  o,  on  déduit 
aussi  des  trois  dernières  formules  (XXXVI4),  en  les  résolvant  par 
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rapport  à  e^,  Co,  63, 

(XXXVI,)  j«'=j(ï^)'^    ^i(°)-^U°)], 

En  se  rappelant  (n°  99)  que  l'on  a 

—  g2=  4(6162+  6263+  6361),  ^3=  4^16263, 

et  en  tenant  compte  de  la  relation  (XXXVIq),  il  vient  aussi 

1^2=i^(;^)*[2rl(o)  +  2rB(o)-2r|(o)&Ho)], 
,^3=(^)"j^[2r'^(o)-h2riHo)] 
-  7-^[2r|(o)-+-2r|(o)]3r|(o)2r|(o)  j. 
4.0-  ) 

170.   Si  l'on  pose  avec  Jacobi 


;J3(o)         n- 2g -h  2^^-h  i». 


5r9-|- 


(  XXXVII2)  ^k'=h(^-'-  ^^  +  ^  7^  -  ^  7 


(O)  I  +  2(7  -f-  2^*+  2<79_i_,  ,  ^ 

on  voit  que  l'égalité  2113(0)  =  ^\{o)  -\-  S*(o)  prend  la  forme 
(XXXVII3)  A-2+/:'2=,. 

On  déduit  aussi  des  formules  (XXXVI3)  les  relations 

(xxxviio  i^kJi^^, 

V  61—63 
(XXXVII5)  v/F=  ï^^^^, 

{/6l—  63 

qui  entraînent  également  la  formule  (XXXVII3).  Enfin,  en  tenant 
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compte  des  formules  (XXXVIg),  on  a 

(XXXVII.)     //7  =  .îi2l  =,yH(i±l!«i^î^iii^:---l'. 

et  cette  forme  donnée  à  yjk  et  \Jk'  invite  à  considérer  \/k^  \/k'  en 
tant  que  fonctions  univoques  de  t. 

171.   Dans  un  Mémoire  célèbre  ('),  M.  Hermite  a  désigné  ces 
fonctions  par  cp(':)  et  <i'('^)  ^^  posant 

(XXXVIII,)  '^{x)  =  s/lq'^^, 

q% 
où  y/2  est  la  racine  carrée  positive  de  2,  et 

(XXXVIII2)  ^K-^)-  ^■''- 


^2 


Les  égalités 


(XXXVIII3)  ç.(,)=|H2}=/Z, 

(XXXVIIU)  6^(.)  =  |M^  =  /^ 

sont  manifestes. 

En  même  temps  que  ces  fonctions,  M.  Hermite  a  introduit  (-) 
la  fonction  univoque  de  t 

(XXXVIII5)  X(^)=  V^à?"^  — ' 

où  \J  1  est  la  racine  sixième  réelle  et  positive  de  2. 

Les  fonctions  <p(t),  <|'('^)5  x('^)  ^^"^^  liées  par  les  relations 

(XXXVIIIe)  Cp8(^)-4-<t;8(^)^I^ 

(XXXVIII.)  ?('^)'!'(^)  =  zH-), 

qui  équivalent  à  nos  formules  (XXVIII j_c). 

(')  Comptes  rendus,  t.  XLVI,  p.  5o8. 
(  ^)  Jbid.,  p.  715. 
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Nous  joindrons  à  ces  fonctions  celle  que  M.  Dedekind  a  dési- 
gnée (')  par  71  (t)  et  que  nous  représentei'ons  par  h(T)  à  cause  de 
l'usage  que  nous  avons  déjà  fait  de  la  lettre  r,.  Cette  fonction  est 
définie  par  la  formule 

(XXXVIIIg)  h(^)  =  ^"f^^o. 

On  voit  immédiatement  que  les  fonctions  cp,  t];,  y,  h  sont 
réelles  et  positives  pour  une  valeur  purement  imaginaire  de  t. 

Signalons  encore  les  fonctions/(T),y,  (T),y2(T)  introduites (-) 
par  M.  Weber 

/(.)  =  , -A,.  =1^, 
(xxxviir,)  {/,(-.)  =  g-Ti  g,  =M^\ 

Ces  fonctions  et  la  fonction  h(':)  sont  liées  aux  quantités 
Sra4.i(o|T)  et  ^\(o\x)  par  les  relations  évidentes  et  très  symé- 
triques 

,'    S'i(0|T)  =  27rh3(T), 

Les  diverses  fonctions  de  t  que  nous  avons  définies  dans  ce  pa- 


(  '  )  Journal  de  Crelle,  t.  83. 

(^)  Elliptische  Functionen,  p.  63.  M.  Dedekind  a  employé  les  mêmes  nota- 
tions/,/,,/], pour  désigner  les  fonctions  suivantes   {Journal  de  Crelle,  t.  83, 

p.  283)  : 

M,.„.(J)u(l±l) 


h3(T) 
2'h'(2T)  +  h'(^)  +  ph'(l^) 


OÙ  p  =  e  3  . 


f  (t)  — 
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ragraphe  jouent  un  rôle  important  dans  les  applications  des  fonc- 
tions elliptiques  à  l'Algèbre  et  à  la  théorie  des  nombres.  Au  point 
de  vue  analytique,  il  importe  de  remarquer  qu'elles  n'ont  été 
définies  que  pour  des  valeurs  de  t  représentées  par  des  points 
situés  au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles. 

172.  Reportons-nous  aux  formules  (XXXIII)  qui  permettent 
de  passer  des  fonctions  da^d^^u  aux  fonctions  '^i{v)^  2ia+)(<^)- 
On  obtient   des  identités  importantes   quand  on   développe   les 

deux  membres  suivant  les  puissances  de  (^  =  —  et  que  l'on  égale 

dans  les  deux  membres  les  coefficients  d'une  même  puissance 
de  V.  Les  développements  des  premiers  membres,  où  figurent  les 
fonctions  du,  d^ii  résultent  immédiatement  des  formules  (IX,  )  et 
(XI7);  quant  aux  seconds  membres,  on  n'aura  qu'à  y  remplacer 
gîOiw,.^'  par  son  développement  en  série  et  2r,(p),  STa+i  (p)  respec- 
tivement par 


I     '"  '      1.2.3 

■4 


I . a  1.2.0.4 

Choisissons,  par  exemple,  parmi  les  formules  (XXXIII),  celles-ci  : 

^i(o)  ^a+i(o) 

En  écrivant,  d'une  part,   que,  dans  le  développement  de  a" m,  le 
terme  en  iC^  manque,  de  l'autre,  que,  dans  le  développement  de 

dr,u,  les  coefficients  de  u^  et  de  w''  sont ^>  f| ^,   et  que, 

'  2      48         8  ^ 

par  conséquent,  les  coefficients  de  v"^  et  de  v"*  sont  —  1e^^^i\  et 
^  —  2  6^)  w*,  on  trouve  de  suite 

(l)         2Y]iWi::- 


(XXXIX)     {{1)     -xr^.^.^-ie^^l--^^ 


6  &;  (o) 
2eawf  — 

La  seconde  de  ces  égalités  équivaut  à  trois  égalités;  si  on  les 
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suppose  écrites,  qu'on  les    ajoute   membre  à  membre  et  qu'on 
tienne  compte  de  la  relation  ei  H-  eo-H-  63  =  o,  on  aura 

et,  par  conséquent,  à  cause   de  la  première  des   égalités  précé- 
dentes, on  a  aussi  la  relation  très  symétrique 

rxxxix  )  ^T(o)  ^  ^'i  (o)  ,  ^3  (o)     ^l  (o) 

En  éliminant  r, ,  entre  la  seconde  et  la    troisième  des  égalités 
précédentes,  on  obtient  la  relation 

$^-3|?^=8(,^,-i..^)cot; 
ar^j^i  (o)         ^i+i  (o) 

d'ailleurs  les  relations 

^a-l-  ^p-l-  6^=  o 
montrent  de  suite  que  l'on  a 

et,  eh  séparant  les  divers  cas  possibles,  on  trouve  immédiatement, 
au  moyen  des  formules  ( XXXVI -,),  les  suivantes 

^^T-r  —  3  •  Jtttv  =-2t:^^Ko)^Î(o)=— 32(e,-eo)(ei-e3)a>t, 

(XXXIX5)     \|^^-3S^^=      27r^2r|(o)2rKo)  =      32(e.-e2)(c2- «3)^1, 

l^^!-3Ï.^=-'>-^'*2rKo)Si(o)=-32(ej-.3)(e2-e3)a>l, 

173.   Signalons  encore  les  résultats  suivants,  dont  nous  ferons 
usage  par  la  suite. 
Si,  dans  les  formules 


n 

2r4  (  t;  1  T  )  =  2  (— I  )«  e'^'<'r'''+2''''> , 


T.  et  M.  -  II. 
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on  considère,  dans  les  seconds  membres,  les  termes  pour  lesquels 
Il  est  pair,  on  voit  que  leur  ensemble  n'est  autre  chose  que 
2^3(2^  14');  les  termes  où  n  est  impair  sont,  d'ailleurs,  égaux  et 
de  signes  contraires;  on  a  donc 

(XLi)  2^3(2^1  4^)=  2r3(t'|T)+2r4((.JT). 

On  aura  de  même 

XL,)  i.%{iv\^i)=^,{v\'z)-%{i>\'z). 

Quand  on  fait,  dans  ces  formules,  (^  =  o,  on  obtient  par  divi- 
sion, en  posant 


b  =  /A-(4t)  = 


^2(0  14') 


et  en  tenant  compte  des  formules  (XXXVIK^s),  les  relations 

I  —  //c'        s/cx —  63  —  v^i  —  62  _  2^-1-2  g'3-l-  iq^^-\-. . 


(XLO    6  = 


Comme,  en  vertu  de  la  relation  (XXXIlIo),  on  a 
STaMjr)  _    ,j_  tfi(M|toi,  C03) 

on  doit  avoir  giussi,  en  remplaçant  W3  par  4^35  '^  par  4',  et,  par 
suite,  \jk  par  ^, 

%X^\\;Z)    _  ^  <^y(u\  tOi,4c03) 
2^3(^^141)  <3'2(m|  0)1,  41O3)' 

ou  encore,  en  changeant  m  en  111  et  v  en  2P, 

3r2(2P  I  4t:)  _  ,  a'i(2M  |  toi,  40)3) ^ 
2r3(2(^|4T)~     a'2(2a|  w,,4w3) 

D'ailleurs   les  formules  (XL,)   donnent  par  division,  en  tenant 
compte  de  (XXXIII,, _i 2 )î 

Er2(2p|  4t)  _  'àz{y\x)—'^^{v  |t)  _  y/e,  —  gg  0^2  »  —  /g|  —  ^2  g'a  "  . 
^TTâVR^  ~  2r3(i'|T)4-Sr4((;lT)  ~  */«,— egCaM -t- v^ei  — ejo-jw' 
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on  a  donc  finalement  la  relation 

,  ^  j^  ,      ,  a't('2u|a)|,4tt>3)  _  y/ei— estf  2(^1  toi,  M:0  —  \/ei—  e^a'siii'l  t^i,t^3) 

C2(2«|  toi,  4103)""  V^ei  — e33'2(Mlu>,,W3)-i-V^ei— e2  3'3(«lWi,W3)' 

dont  on  apercevra  l'utilité  plus  tard. 

174-.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  quelques  remarques 
relatives  au  cas  où  l'on  a,  q  étant  réel, 

o  <  ^  <  I. 

Quand  les  quantités  (o,,  -4  interviendront,  nous  les  supposerons 

réelles  et  positives  (*);  enfin  nous  ne  considérerons  que  des  valeurs 
réelles  de  i^.  Les  fonctions  2r  sont  alors  des  fonctions  réelles  d'une 
variable  réelle. 

Observons  d'abord  que  les  quantités  Ço,  q\,  q^-,  ^3  sont  réelles 
et  positives  (XXVIII,  );  on  voit,  en  outre,  que  l'on  a 

5'o<i<g'i,       qi<^<qt- 

Il  en  résulte,  à  cause  des  équations  (XXXVFo),  que  les  quantités 
27j(o),  2r2(o),  2^3(0),  2r,(o)  sont  réelles  et  positives  :  cette  pro- 
priété apparaîtrait  aussi  bien,  pour  les  trois  dernières,  sur  les  dé- 
veloppements en  série  (XXXVIi);  on  a,  en  outre, 

Les  racines  ei,  Co,  e^  sont  réelles;  la  première  est  positive,  la  der- 
nière est  négative  ;  on  a 

ei>e2>e3; 


les  quantités  y/e,  —  63 ,  y/e,  —  e-j,  sont  réelles  et  positives,  la  quan- 
tité y/e2 —  ^3  6St  négative;  tout  cela  a  été  démontré  au  n°  121  et 
résulte  à  nouveau  des  formules  (XXXVI7)  et  (XXXVI4). 

La  quantité  th  est  réelle  :  elle  peut  être  positive  ou  négative, 
ainsi  qu'il  résulte  de  la  formule  (XXX4)  qui  montre  clairement 


(')  Le  lecteur  traitera  sans  peine  le  cas  où  w, i  et  w,  sont  des  quantités  réelles 
et  négatives,  cas  auquel  q  est  réel  et  vérifie  aussi  l'inégalité  o  <^  <i.  On  passe 
d'ailleurs  de  ce  cas  au  cas  considéré  par  la  substitution  £i,  =  w,,  Q.^  —  —  w,. 
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que  l'équation  en  rj^ 


^,1=  o, 


admet  une  racine  réelle  et  une  seule  comprise  entre  zéro  et  un. 
Les  formules  (XXX|_3)  montrent  que  des  trois  quantités  Ci  H-  —  , 

e.-,-\ j  <?3  -h  —  1  les  deux  premières  sont  positives  et  la  troisième 

négative;  d'après  cela,  et  en  vertu  des  équations  (XXXIX2),  il  en 
est  de  même  des  trois  quantités  —  '^".,{0)^  —  '^\(p),  —  2»^  (o)  ;  la 
quantité  ^"[{o)  est  (XXXIX,)  de  signe  contraire  à  '/i,. 

175.   Considérons  maintenant  les  fonctions  2r,  (p),  2r(x+i(^^)- 

Le  signe  de  ces  fonctions  pour  les  valeurs  réelles  de  v  apparaît 
de  bien  des  façons  :  le  plus  simple  est  de  recourir  aux  décomposi- 
tions en  produits  infinis  (XXXIl5_g)  qui  montrent  que  S»)(i^)  et 
^i{v)  ont  respectivement  les  signes  de  sinrir  et  cosptî,  et  que  les 
fonctions  .3?3(r),  ^^[v),  qui  ne  s'annulent  pour  aucune  valeur 
réelle  de  c,  sont  toujours  positives. 

Les  formules  (XXXIV2_3)  montrent  qu'il  suffit  d'étudier  la  va- 
riation (')  des  fonctions  .2î|  ((^),  ^^[ç),  '^^[v),  ^^[v),  en  faisant 
varier  (^  de  o  à  1 . 

En  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  v,  on  tire  immédiatement 
de  l'équation  (XXXIII7) 


dv  ?Si{v) 


=-'"î(""^ë)' 


Quand  v  augmente  de  o  à  ->  «  =  2W(  t^  augmente  de  o  à  W|  et  pu 
diminue  de  +  oo  à  (?(  :  le  second  membre  diminue  donc  de  —  00  à 
—  4^i(<^iH — ~)'i  oi"  cette  dernière  quantité  est  négative;  par 
conséquent,  la  lonction  y, '"      va  toujours  en  diminuant  :  pour  v  un 

peu  plus  grand  que  o  elle  est  positive  et  très  grande,  comme  toute 
dérivée  logarithmique  d'une  fonction  réelle  qui  vient  de  passer 
par  zéro,  et  ainsi  qu'il  résulte,  d'ailleurs,  de  ce  que  S,  (o)  ^^^ 
un  nombre  positif  et  de  ce  que  la  fonction  .^,  (p)  est  positive  dans 

(•)  Halphen,  t.  I,  p.  285. 
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l'intervalle  (o,i).  D'ailleurs  (XXXVo),  pour  v=  -,  la  fonction 
&'  ((')  est  nulle. 

Ainsi,  quand  (^augmente  de  oà->  la  fonction  ^^^^  décroît  de -+-00 

à  o  et,  puisque  la  fonction  3',  (r)  reste  constamment  positive,  il  en 
est  de  même  de  la  fonction  ^[{i');  par  suite,  enfin,  2r,  ((^)  aug- 
mente. Quand  ç  augmente  ensuite  de  -  à  i,  2*,(i^)  diminue  en 
reprenant  symétriquement  les  mêmes  valeurs,  à  cause  de  l'égalité 

3r,(,-p)=_&,(-0  =  &,(i'). 

La  façon  dont  varie  2?,  (r)  pour  des  valeurs  réelles  de  ç  est  donc 
tout  à  fait  analogue  à  la  façon  dont  varie  la  fonction  sine-. 
A  cause  de  l'égalité 

on  voit  ensuite  que  ^2{i')  varie  comme  cosç^-. 

Maintenant  les  égalités  (XXXIIIg)  donnent  encore,  en  prenant 
les  dérivées  par  rapport  à  r, 

et,  en  particulier, 


dv  %{v) 


=  -l\^\  [^p(M  +  a)3)  +  ^]' 


Quand  11  augmente  de  o  k  kh^,  -^-ii^ii  -^  lù^^  augmente  de  e-^k  er^ 
la  quantité  entre  crochets,    dans  le  second  membre,   augmente 

donc  de  ^3  H — ^  à  <?2+  —  •  La  première  de  ces  quantités  est  néga- 
tive, la  seconde  positive.  Lors  donc  que  v  augmente  de  o  à  -  >  le 
premier  membre,  d'abord  positif,  s'annule  pour  une  certaine  va- 
leur ç-^v^,  puis  devient  négatif.  La    fonction   ^        augmente 

quand  v  augmente  de  o  à  Cq,  diminue  quand  v  augmente  de  Co  à  -  ; 
elle  est  nulle  pour  (^  =  o,  elle  sera  donc  positive  pour  v  =  t'o  ;  enfin 
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I 

pour  (^=  -  on  a 

on  voit  donc  que  la  fonction  ^[{v)  reste  constamment  positive  et 
que  la  fonction  2^4  (p)  augmente  constamment  depuis  ^4(0)  =  ^0^3 

jusqu'à  Sr*  (- j  =2^3(0)  ^  (70^2  '  lorsque  p  augmente  ensuite  de 

-à   I,   .'5r/,(p)  diminue  en  reprenant   symétriquement  les   mêmes 

valeurs  à  cause  de  l'égalité 

2r4(i  — f)  =2r4(p). 

Ainsi,  pour  ce  qui  est  du  sens  de  la  variation,  la  fonction  ^^{i^) 
se  comporte  comme  ferait  la  fonction  i  —  2^cos27r(^,   si  q  était 

plus  petit  que  -;  de  même,  la  fonction  ^3{v)  se  comporte  comme 
ferait  la  fonction  i  +  af/cosaTi^,  si  ^  était  plus  petit  que  -• 

IV.  —  Transformation  linéaire  des  fonctions  2r. 

176.   Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  quatre  fonctions  2r 
étaient  formées  avec  le  même  couple  primitif  2(o<,  acog,  ou  plutôt 

avec  le  même  rapport  •:=  —  •  Supposons   maintenant  que  l'on 

remplace  le  couple  (aw,,  2W3)  parle  couple  proprement  équiva- 
lent (2S2),  2Û3)  tel  que  l'on  ait 

çîi  =  auii  -+-  b(x>3,         fls  =  cwi  -+-  dois, 

où  a,  b,  c,  <f  sont  des  entiers  qui  vérifientla  condition  ad — bc=  i . 
Cela  reviendra  à  remplacer 


u 

V  = 

par 

_     u  V 


e"'^',        X,        q  =  e'Ti^', 


d'z 


2Û1        a  -\-  bz  '  a-f-èx 

^.t,  ^3  par 

Hi  =  «Tfii-(- 6v)3,  H3  =  cr]i4- c?r]3, 
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et  enQn  q^^  (/,,  ^/o,  ^3  par  les  quantités  Qo,  Qi,  Q2,  Q3  formées 
au  moyen  de  q  comme  q^^  </) ,  q-i,  qz  au  moyen  de  q.  On  obtien- 
dra ainsi  quatre  nouvelles  fonctions  que  nous  désignerons  par 

H?1(V[T),      %{V\T),      &3(V|T),      %{y\T). 

Si    l'on    applique    les    formules    (  XXXIII, _/,)    aux   fonctions 

^•(Mlii,,  Û3),  cs',(;^Ia,,  Û3),  a'o(?<lû,,  Û3),  rfaCi^lû),  Û3)  qui  ne 
sont  autres  que  les  fonctions  du,  d\u,  d^u^  d^u  formées  avec  les 
demi-périodes  co,,  CO3  et  affectées  d'indices  X,  ijl,  v  dont  la  valeur 
est  fixée  par  le  Tableau  (XXg),  on  trouve  de  suite 

(i)      ^Qgo'^'a    =e2HAV'2ri(v|T), 

(XLI)  j  (2)     aQoQ'îQ^Âw  =e2«.«iV>S2(v|T), 

I  (3)  QoQlcr(i^*=e2"'"'^"S3(v|T), 

[(4)  QoQ|a'va  =  e2H.".V'-274(v|T) 

et  ces  formules,  si  l'on  connaissait  \,  [Ji-,  v,  fourniraient,  par  la 
comparaison  avec  les  formules  mêmes  d'où  on  les  a  tirées,  des 
relations  entre  les  fonctions  2»(t^|T),  2r(v[T).  Les  formules 
(XXXIIl9_,2),  appliquées  de  la  même  façon,  permettent  de  faire 
un  pas  de  plus. 

177.  Mais  il  convient  tout  d'abord  de  faire,  sur  la  significa- 
tion des  radicaux,  quelques  remarques  analogues  à  celles  du 
n°  129.  

Les  quantités  y/E2 — E3,  \/■E^  —  E3,  ^ej  —  E2  doivent  être  dé- 
finies par  les  formules 

/eî  — E3  =  i  4/  — -  2QoQf  Q*, 
y      2  iii 

(XLI5)  I  ^^=^3  =    1/4-  QoQl> 

où,  dès  que  l'on  a  fixé  la  signification  de  i  /  — '  il  ne  reste  rien 

d'arbitraire.  Or,  si  l'on  remplace  e,,  E2,  E3  par  e\,  e^,  e^,  rien 
n'autorise  à  penser  que  les  racines  quatrièmes  que  l'on  vient  de 
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définir  soient  les  mêmes  que  celles  qui  sont  définies  par  les  for- 
mules (XXXTg);  ainsi,  si  l'on  a  £2  =  60;  £3=63,  on  ne  peut 
nullement  affirmer  que  (/e2  —  E3  soit  égale  à  '{Je^ —  63,  mais  seu- 
lement que  \/e2  — E3  est  égale  à  \Je^_,  —  <?3  multipliée  par  une 
racine  quatrième  de  l'unité.  En  général,  les  quantités  (es  —  ^^f-, 
(e,  —  Ks)",  (k)  —  £2)^  sont  identiques  aux  quantités  (eo  —  ^3)^5 
(ci  —  63)-,  (e,  —  e^Y  rangées  dans  un  certain  ordre,  en  sorte  que 
l'on  peut  affirmer  que  les  quantités  ^E2  —  E3 ,  ^/e,  —  E3 ,  ^e,  —  E2 
sont  respectivement  identiques  aux  quantités  y/e2  —  63,  sjé^  —  63, 
\/e^  —  e-i  rangées  dans  un  certain  ordre  et  multipliées  chacune  par 
une  racine  huitième  de  l'unité  convenablement  choisie. 

De  même,  en  conservant  à  (j"  le  même  sens  qu'au  n°  101,  il  est 
clair  que  l'on  a 

(e2  -  E3)2  (El  —  E3)2  (El  _  £3)2  =  (  e^  -  e^f  {e,  -e^yiei-  e,y-  =  Ç, 

et  la  formule  (XXXI.,)  montre  que  l'on  doit  avoir 

(XII.)  .yi;  =  ,-iy_|.,.,^, 

£  étant  une  racine  huitième  de  l'unité  convenablement  choisie. 

178.   Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  manifeste  que,   en  adoptant  ces 
notations,  les  formules  (XXXIIl9_i2)  nous  donnent  les  suivantes 

(7)  ^^VÎÎ^—^U     =.-.^H.".V=c^,(vlT), 

( 8 )     t/^T^^  ^'^  ^xu  =  ^•^'-"'"■v^ 3^2 r V I T ), 


(XLI) 


(9) 


(10)       t/Ei-E2l/ï^  tfvM  =  e2"AV^^^v|T). 


Reprenons  maintenant  les  formules  (XXXIIl9_,2)  elles-mêmes 
et  observons  que  les  trois  dernières  entraînent  la  suivante 


/■ 


2t0i    4/ 


4/  — i  /^^^^a'a?i=£ie'--1''^'^'27a+i((^), 
oùe,  est  égal  à  quelque  racine  huitième  de  l'unité  qui  peut  d'ail- 
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leurs  dépendre  de  a,  ^,  y.  Appliquons  cette  formule  en  prenant 
pour  les  nombres  a,  [3,  y  successivement  les  nombres  X,  tj.,  v;  a, 
V,  ).;  V,  'k,  [t.  et  observons  que  ^eo —  E3 ,  ^/e,  —  E3 ,  y/E)  —  E2  ne 
peuvent  différer  respectivement  de  ^e^ — Cv,  y/ev — ex,  y/e>. —  e^, 
que  par  des  facteurs  égaux  à  quelque  racine  huitième  de  l'unité; 
comparons  les  formules  ainsi  obtenues  aux  formules  (XLl8_,n)7  et 
la  formule  (XLI7)  à  la  formule  (XXXIII9);  observons  enfin  que  la 
différence  2  7),  (o,  t'- — 2H)Q,v''se  réduit  manifestement,  en  vertu 
de  la  relation  t^,  (03  —  r,3  lo,  =  ^5  à  l'expression  bvvrJ  et  nous 
parviendrons  au  théorème  suivant  : 

Quels  que  soient  les  entiers  «,  6,  c,  d  vérifiant  la  condition 
ad —  bc=^  i,  on  aura,  en  désignant  par  s,  s',  s",  t'"  des  racines 
huitièmes  de  l'unité  dont  les  valeurs  dépendent  de  «,  6,  c,  of, 
les  formules  que  voici 


(XLII) 


(i)  £  /a-+-6xe*''^'^'3'i(t^lT)  =2ri(viT), 
(2)  t'  s/a  H-  b-z  e^^vTO- 2rx+i(p  I  T)  =  %{y  \  t), 
(  3  )    '/  ^/Iim^.  e^-vTi/  2r^+i  (t.  I  X  )  =  Sra  (  V  1  T  ) , 


(4)      £"'v/«^-^-e'"'''''2rv+l(^l-)  =^i(vlT), 

0/V  les  nombres   X,  [x,  v  sont  donnés  en  fonction  de  «,  6,  c,  «? 
/?«/■  le  Tableau  (XXe). 

179.  Il  reste  à  déterminer,  dans  chaque  cas  particulier,  les  ra- 
cines huitièmes  de  l'unité  s,  e',  s",  s"'.  Nous  observerons  tout 
d'abord  que  ce  n'est  pas  d'une  racine  huitième  de  l'unité  qu'il 
s'agit  vraiment,  mais  seulement  du  signe  d'une  racine  carrée. 

En  effet,  pour  chacun  des  six  cas  du  n"  128,  nous  avons  déter- 
miné, sans  ambiguïté,  dans  le  Tableau  (XX7),  les  valeurs  des  ra- 
dicaux y/E2 — E3,  y/fi,  —  E3 ,  y/Ej  —  Eo.  Dès  lors  les  racines  qua- 
trièmes y/E2  —  E3 ,  y/E,  —  E3 ,  y/fi)  —  Eo  ne  peuvent  avoir  que  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  et  c'est  entre  ces  deux  va- 
leurs qu'il  s'agit  de  choisir.  Nous  allons  d'ailleurs  montrer  que 
quand  le  choix  a  été  fait  pour  l'un  des  radicaux,  il  s'impose  pour 
les  autres  :  en  d'autres  termes,  on  peut  exprimer,  sans  ambiguïté, 
trois  des  quatre  racines  e,  s',  e",  s'"  à  l'aide  de  la  quatrième. 

Remplaçons,  par  exemple,  dans  l'égalité  (XLII,),  v  successi- 
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vement   par  vH — ,    v+-t,    vH 1 — t  et,  par  conséquent, 

V ^slt {>■+■- (a -{-  b-z),  V  -h  lic-hd-z),  v  -Jr  -  {a  -h  c)  -\-  -  (b  ■+■  d)'z. 

En  faisant  usage  des  formules  (XXXIV),  en  réduisant  et  en 
comparant  les  résultats  obtenus  aux  trois  égalités  (XLIL.^),  on 
obtient  aisément,  dans  les  six  cas  du  Tableau  (XXg),  pour  les 

rapports -j  -,  —,  les  égalités 


(XLIT7) 


ah  +  rd 


+  ljc  +  a  +  c  +  m" 


\^ 


^  =  i' 


-hc  —  1  -t-  /n" 


OÙ  m\  }7i"j  m'"  sont  trois  nombres  entiers  dont  la  valeur  est  donnée 
par  le  Tableau  suivant  : 


(XLIIs) 


1°. 

1°. 

3". 

4°. 

5°. 

6». 

m' 

—  I 

—  1 

—  I 

—  I 

b 

b 

m!' 

—  t 

b-^d 

—  I 

b-^d 

—  £ 

—  I 

lïi" 

d 

—  1 

d 

—  I 

—  I 

—  I 

Il  s'agit  donc  finalement  de  déterminer  seulement  s,  dont  la 
valeur,  comme  nous  l'avons  fait  observer  plus  haut,  ne  dépend 
que  du  signe  d'une  racine  carrée.  La  détermination  de  ce  signe  en 
fonction  explicite  des  nombres  a,  b,  c,  d  est  un  des  problèmes 
difficiles  de  la  théorie  qui  nous  occupe  :  il  a  été  résolu  pour  la 
première  fois  par  M.  Hermite  (').  Avant  de  donner  la  solution  de 
ce  problème,  nous  commencerons  par  indiquer  un  moyen  qui  per- 


(')  Sur  quelques  formules  relatives  à  la  transformation  des  fonctions  ellip- 
tiques (^Journal  de  Liouville,  2'  série,  t.  III,  p.  26). 
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metlra  de  déterminer  eflfectivement  la  valeur  de  s,  toutes  les  lois 
que  les  nombres  «,  6,  c,  d  sont  donnés. 

180.  Nous  effectuerons  d'abord  celte  détermination  pour  les 
deux  substitutions  propres 

I     oX  /      o     . 

I      1/  V— 1     o 

qui,  par  répétition  et  combinaison,  engendrent  toutes  les  autres. 
Pour  la  première  de  ces  deux  substitutions,  on  a 


donc 


et  l'on   est   manifestement   dans   le  cas    2"  du   Tableau  (XXc), 
où  ).  =  t  ,  JJL  =  3,  V  ^  1. 

Il  serait  donc  aisé,  dans  ce  cas  particulier,  d'arriver  au  résultat 
en  se  servant  des  formules  de  transformation  pour  les  fonctions  d 
et  des  formules  de  passage  des  fonctions  d  aux  fonctions  2r  :  en 
effet,  les  résultats  précédents  et  les  formules  (XLI5,  XXXI3)  four- 
nissent sans  peine  les  relations 


Qi=  w,, 

Qj=  (Oi-t-  t03, 

Hl=    T;,, 

H3=    ïjl-l-   ^i3, 

1, 

\  =  V,          Q  = 

,                        ,              (T-t-DTTl 

—  q,         Qî"=/ig'*  =  e       ^       , 

Qo  = 

î'o,          Qi=5'i' 

Q2=5'3)             03=  5^2 

y^ï—  E3  =  ii/  -^^"xs/iq'  q^q\  —  \/ i  \J  e^_—  63, 

y  20)1 
v/ei  — E3=    i/ :^  qoql=Vei  —  e2, 

v/ei  —  E2  =    1/^^  5'o5'2  =  V^i  — ^3, 

qui  permettent  d'acliever  les  calculs. 

Mais  il  est  encore  plus  simple  de  recourir  aux  formules 
(XXXII, _4)  qui  définissent  les  fonctions  2r.  On  voit  immédiate- 
ment, sur  ces  formules,  que,  par  le  changement  de  ^  en  — q,  les 
fonctions  2^3 (p)  et  ^i{v)  s'échangent,  tandis  que  les  fonctions 
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q    *2rj(f^)  et  q    '"'b'^i^v')  restent  invariables,  et  l'on  parvient  ainsi 
aux  formules 

I  (I)    Si(p|T4-i)  =  v/72r,(p|'u), 
(XLIII)  !  ^^^     %{v\x-^i)  =  s/i'à^{v\i), 

J  (3)    2r3(P|-:^i)  =  Sr4(H-), 
(  (4)    2r4(p|T  +  ,)=2r3(HT). 

On   voit  que,   dans  le   cas  considéré,  en   supposant   que   l'on 
prenne  y/a  -f-  />-;  =  y/i  =i,  on  a 

£  =  s'  =  y//,         s"  =  s'"  —  I . 

Ce  résultat  est  d'ailleurs  conforme  au  Tableau  (XLIIc). 

181.  Pour    la    seconde    des    deux    substitutions    considérées 
on  a  a  =  o,  ^=^i,c= — i,<:/=o, 


donc 


£21 

= 

W3, 

«3  =  - 

-  Wi, 

lli 

=: 

TQ3, 

"3  =  - 

-ïil, 

I 
T  = , 

v  = 

V 

J'^ 

V    ^1 


et   l'on    est  manifestement  dans    le  cas    5°  du  Tableau  (XXg), 
où  1=  3,   u.=  2,  v=  1.  Les  formules  (XLII,_/,)  donnent  donc 


p'it/ 


et  l'on  a,  d'après  le  Tableau  (XLlIe), 


£     _    .  £      _    . 

£  '  £  ' 


Portons  notre  attention  sur  la  troisième  des  formules  précé- 
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dénies  où  figiirenl  des  Sî  de  même  indice  et  que  l'on  peut  écrire 

(•'  TCi 


Le  second  membre  de  cette  égalité  apparaît  comme  une  fonc- 
tion univoque  de  v  et  de  t;  p  ne  figure  pas  dans  le  premier 
membre.  On  pourrait  craindre  que  la  détermination  du  premier 
membre  ne  dépendît  de  la  valeur  de  i',  en  sorte  que  le  second 
membre  fût  toujours  égal  à  l'une  des  déterminations  du  premier, 
mais  tantôt  à  l'une,  tantôt  à  l'autre,  suivant  les  valeurs  de  v.  On 
peut  bien  prévoir  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  puisque,  t  étant  donné 
et  y/T  étant  choisi  arbitrairement,  s"  doit  être  entièrement  déter- 
miné; mais  il  est  bien  aisé  de  le  reconnaître  autrement.  On  véri- 
fie de  suite,  en  effet,  que  les  zéros  de  ^sl-   —  -  j  coïncident  avec 

les  zéros  de  ^■i{i'  |  t),  et,  comme  ces  zéros  sont  tous  simples,  il  est 
clair,  d'après  sa  forme,  que  le  second  membre  ne  peut  être  qu'une 
fonction  continue  de  »^;  il  ne  peut  donc  passer  d'une  valeur  con- 
stante à  une  autre  valeur  constante;  il  ne  peut  être  égal  qu'à  une 
seule  et  même  constante,  et  l'on  a,  en  particulier, 


:Sn    o\  — 


ce  qui  fixe  bien  le  sens  de  z"  quand  t  est  donné  et  que  la  détermi- 
nation de  ^/t  est  fixée. 

Le  premier  membre  ne  peut  prendre  qu'un  nombre  fini  de  va- 
leurs déterminées;  le  second  membre  apparaît  comme  une  fonc- 
tion de  T  sur  laquelle  nous  allons  pouvoir  répéter  à  peu  près  le 
raisonnement  précédent.  Fixons  tout  d'abord  le  sens  de  \J-: .  La 
partie  imaginaire  de  t  est  positive;  on  peut  donc  poser 


en  supposant  que  les  nombres  réels  p  et  9  vérifient  les  conditions 

O  <p,  O  <  0  <  TT. 
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Nous  adopterons  pour  y/r  la  détermination 

6. 

en  supposant  y/p  positif;  le  point  sjx  est  alors  situé  dans  l'angle 
formé  par  l'axe  des  quantités  réelles  positives  et  l'axe  des  quan- 
tités purement  imaginaires  à  coefficient  positif;  il  se  déplace  d'une 
façon  continue  dans  cet  angle  quand  le  point  x  se  déplace  d'une 
façon  continue  au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles.  Cette  dé- 
termination de  sji  étant  adoptée,  la  quantité 


%    o 


est  une  fonction  univoque  et  continue  de  t;  c'est  donc  une  seule 
et  même  constante. 

Si  nous  prenons,  par  exemple,  ':=  i,  p  =  i,  8  =  -?  nous  au- 
rons 

^„ _  j__  Sr3(o|  i)  ^  j 

"  ~  \/'i  ^3(0  I  i)       sj'i 
d'où,  puisque  e',  s",  s'"  sont  égaux  à  «e. 


I 

i\Ji 


7c 


Finalement  les  formules  de  transformation  sont  ici 

(5)  ?!, 

(6)  %(- 


(XLIII) 


(7)    %('-\--)=  ^.^2r3(p|x), 


(8)     ^.(,- 


v/^ 


On  observera  que,  dans  ces  formules,  la  partie  réelle  de  ~    est 
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positive.  On  a,  en  effet, 


^=,v/;lea-")', 


et  cos  ( -?  j  est  un  nombre  positif,  puisque  9  est  compris  entre 


O   et  TT. 


182.  Ces  formules  se  rapprochent  naturellement  des  formules 
(XXXIl9_i2).  En  changeant,  par  exemple  dans  la  première  de  ces 
formules,  t  en et  t'  en  -»  il  vient 

X  X 

d'où,  en  comparant  à  la  formule  (XLIII5), 

II 

En  changeant,  sous  le  signe  \^>  n  en  —  n,  on  obtient  donc  la  pre- 
mière des  formules  du  Tableau  suivant,  dont  les  autres  se  dédui- 
sent de  la  même  façon  : 


%{^\-^)=^^^{.-^Ye 


(XLIV) 


-(t'  +  n)- 


/^ 


fi 


/^ 


~.  est  l'inverse  de  '-^  et  doit  donc  avoir  sa  partie  réelle  positive. 


183.  Pour  p  =  0,  les  formules  (XLIIIi.g)  nous  donnent  les  re- 
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lalions 


(XLIII) 


(9)  2r;(oh  +  i)=v//2r;(olT), 

(10)  2r2(o  I -c-f-i)= /i2r2(o|':), 
(n)  :Ï3(olTH-i)=2r,(olx), 

\    (12)  &4(o|T-i-i)  =  2r3(olT); 


fXLIIl) 


j  (i3)    2r;('ol-0  =  --v/^-v/^2ri(oh), 
y/? 


(i4)    &2(o|-i)=     ^'^*^^l"^' 


v/^.. 


(i5)     .%(ol--j=      -y^sCoh), 

184.  A  ces  relations  se  joignent  immédiatement  celles  qui  con- 
cernent les  transformations  linéaires  correspondantes  des  fonc- 
tions h(T),  ^('),  ^(-),  x(t). 

Lorsqu'on  remplace  x  par  t:  4-  i ,  ^  est  remplacé  par  —  g,  cjo  et 
^,  restent  inaltérés,  tandis  que  ^2  gIçs  s'échangent;  on  a  donc, 
sur  la  définition  même  des  fonctions  1i(t),  'f('^)j  '\>i'^)i  '/('^)) 

/  (i)    h(-  +  i)=  v^7h(T), 

(XLV)  {  ,' 

(4)  ys-^^)=7r^l' 

185.  Lorsqu'on  remplace  t  par  —  -^  on  déduit  facilement  la 

relation  qui   concerne  h(~)  de  la   relation   (XLIIIJ3)  en  faisant 
usage  de  l'égalité  ^\  (0)=  a-izh.^^'z).  On  a  ainsi 

et,  par  suite, 

hf-l)=C/Th(T), 
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OÙ  G  est  une  racine  de  l'unité.  On  a  déjà  fait  observer  (n°  181) 
que  y/r  est  une  fonction  univoque  de  x;  en  répétant  les  raisonne- 
ments de  ce  numéro,  on  voit  immédiatement  que  C  ne  dépend 

pas  de  t;  d'ailleurs,  pour  t  =  f,  on  a  C  :=  —  ;  il  vient  donc  fîna- 
lement 

(XLV.)  h(-i)=:^h(x). 

Quant  aux  fonctions  o(t)  et  <1>(t),  on  a  d'abord  (XXXVIIl3_4) 
donc 


où  le  signe  ne  dépend  pas  de  t.  Mais  si  l'on  suppose  t  purement 
imaginaire,  les  fonctions  z>  et  à  sont  réelles  et  positives  ;  on  a  donc 
dans  tous  les  cas 

(XLVe)  <p(^_i^  =,;;(-,), 

et,  cfe  qui  est  la  même  chose, 

(XLVO  ^(^-}.^=o(r). 

Enfin  la  relation  <p(t)  à{z)  =  '/^(x)  montre  que  l'on  a 

d'où 

=  Gx(x), 


en  désignant  par  G  une  racine  cubique  de  l'unité  qui  est  la 
même,  quel  que  soit  t.  En  observant  que  pour  une  valeur  pure- 
ment imaginaire  de  t  la  fonction  y  (x)  a  une  valeur  réelle  et  posi- 
tive, comme  il  résulte  de  sa  définition,  on  voit  que  C  est  égal  à  i; 
on  a  donc 

T.  et  M.  —  II.  4 
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186.  Les  formules  qui  précèdent  nous  permettent,  par  répéti- 
tion et  combinaison  (n°  149),  d'obtenir,  chaque  fois  que  a,  ^,  c,  d 
ont  des  valeurs  numériques  données,  les  formules  de  transforma- 
tion linéaire  pour  toutes  les  fonctions  considérées.  Le  problème 
de  la  transformation  linéaire  des  fonctions  2r  et  des  fonctions  ^{i), 
^{^(t),  xC'^)'  ^('^)'  p6ut  donc  être  considéré  comme  résolu. 

Parmi  les  substitutions  linéaires  dont  on  fait  souvent  usage, 
nous  citerons  les  suivantes,  où  m  et  n  sont  des  entiers  quel- 
conques, 


(XLV9)        <'   '  ^ 


i  o  (  )  =  o(t), 


(XLVio) 


(XLVn) 


X(t  4-2/1)         =l6y_(T), 


elles  résultent  immédiatement,  par  combinaison  et  répétition,  des 
formules  précédentes. 

187.  Le  Tableau  (XX7)  permet  d'écrire  immédiatement,  dans 
les  six  cas  possibles,  les  valeurs  de  o''(T)  =  k{T)  et  de 
({/*(t)  =  A-'(t)  en  fonction  de  f'' {7)  =  k (i)  et  de  tj>*(T)  =  A-'(t). 
Il  suffit  pour  cela  de  tenir  compte  des  relations 

,  \/e2—  E3  /ei  —  E2 

v/ei  — E3  v/ei  —  E3 

Mais  les  résultats  précédents  permettent  d'obtenir  davantage; 
on  peut,  en  effet,  en  déduire  ^^(t)  et  '^^(i)  en  fonction  de  ^^  (t) 
et  de  4'^(x)  dans  les  six  cas  considérés.  En  faisant  usage  des  for- 
mules (XLII)  et  en  posant 

(o2(t)  =  v/A:(T)  =  /Z,         i];2(t)  = /F(t)  = //^, 
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on  a 


r  ^  3^2(0  |t)  ^  £  ^X+i(o|-) 
^  &3(o|t)        s"  &,,h-i(0|t) 


--6c-c  +  ;»'-m"2rx^,(o|  t) 


^^^^j(0|T) 


_   £'"    3v+i(oh)    _    .-^-l-ic-a  +  m"'-m"^^o[2) 


d'où  résultent  immédiatement,  en  tenant  compte  du  Ta- 
bleau (XLIIfi),  les  formules  annoncées  dans  les  six  cas  du  Ta- 
bleau (XXe)  : 


1°. 

Oo 

3'. 

4». 

5°. 

G". 

v/7  = 

cd 
t2   yfk 

^^- 

v/^' 

frf 

i       2    /P 

.-?•?■ 
•* 

v/F= 

i       2    sjk' 

y/A' 

n6     /77 

s/k 

l'î  y/A- 

i    2  //: 

Sur  ce  Tableau,  on  observe  immédiatement  que  les  quantités 

cpS^x)  =  A'-(t),  ^/^(t)  =  A''^(t)  ne  sont  susceptibles  que  de  six 
valeurs,  savoir  : 


A^ 


—  A-2 


I  _  A-2  '     A-2  '      I  —  A-i 


I-A2,       _ 


I  — A» 

A2 


Ces  six  valeurs  sont  précisément  celles  que  prend  un  rapport 
anharmonique  quand  on  y  permute  de  toutes  les  façons  possibles 
les  quatre  éléments. 

188.  Les  formules  (XLV)  nous  permettent  d'établir  quelques 
relations  importantes  qui  nous  seront  utiles  plus  tard;  ces  rela- 
tions concernent  les  invariants  de  toutes  les  substitutions  linéaires, 
et  c'est  sur  ce  point  que  nous  allons  maintenant  fixer  notre  atten- 
tion ('). 


(')  Voir  Rausenbergeu,  Théorie  der  periodischen  Functionen,  p.  867. 
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Les  formules  (XLIII)  mettent  en  évidence  ce  fuit  que  chaque 
fonction  symétrique  entière  de  degré  /i,  des  quantités 

2r|(olT),    2r8(olT),    2r«(o|T), 

ne  change  pas  lorsqu'on  remplace  t  par  t  +  i  et  se  multiplie 
par  T^",  lorsqu'on  remplace  t  par  —  -• 

Le  quotient  de  deux  fonctions  symétriques  entières,  de  même 
degré,  des  quantités 

2r|(o|x),    &«(o|t),    ^lio\z) 

ne  change  donc  pas  lorsqu'on  remplace  t  soit  par  t+i,  soit 
par  —  -;  il  ne  change  donc  pas  lorsqu'on  effectue  sur-r  une  trans- 
formation linéaire  quelconque. 

Parmi  ces  quotients,  les  plus  simples  sont  ceux  que  l'on  peut 
former  à  l'aide  des  trois  fonctions  symétriques  élémentaires 

2r|(o|T)  +  &«(o|T)  +  3r8(o|T), 

2r|(olT)2r|(o|T)  +  2r«(o|T)2r«(oh)  +  &Uoh)2ri(ol-:), 

2r|(olT)&»(o|T)2?8(o|T). 

Considérons  en  particulier  le  quotient 

[&|(o|T)  +  Srt(o|T)-4-Sr8(o|T)]3^ 
&i(o|T)2r|(o|T)&«(o|T)        ' 

il  s'exprime  simplement  en  fonction  de  A-.  En  tenant  compte  de 
la  définition  (XXXVII,_2)  de  y/^,  y/^'  et  de  la  relation  A^^  -{-k"^=i, 
on  trouve  immédiatement  pour  sa  valeur 

8(1  — A-2+A-i)3    _   (l-)-A-*+Â''*)3 


/^{i-k^y  k'*k"* 

On  désigne  habituellement  par  i  {')  et  l'on  nomme  invariant 
absolu  des  fonctions  doublement  périodiques  la  fonction  de  t, 

(XXXVIIs)  H-)=k'^{,-k^Y    ' 

nous  venons  de   voir  qu'elle  ne  varie  pas  lorsque  l'on  effectue 
sur  T  une  substitution  linéaire  quelconque  {ad —  6c  =  i),  et  que 


LES   FONCTIONS   &.  33 

l'on  a 

[51(oh)  +  ^|(oh)  +  2r|(o|T)]3_ 

2?Uoh)2r|(oh)2rUo|^)  ^'^' 

De  plus,  comme  la  relation  (XXXVIc) 

2rKoh)  =  ^l(oh)  +  2rt(olx) 

entraîne  la  suivante 

S8(o|x)Sr|(o|T)  +  2r|(o|T)2r8(oh)  +  2r»(olT)&i(olT) 

=  i[2r|(oh)  +  2ri(o|T)  +  &«(oh)?, 
4 

on  voit,  en  appliquant  le  théorème  fondamental  sur  les  fonctions 
symétriques,  que  tout  quotient  de  deux  fonctions  symétriques 
quelconques,  de  même  degré,  des  trois  quantités 

2r|(o|T),    Sri  (oh),    SUoh), 

est  une  fonction  rationnelle  de  J(t). 

189.  Il  est  facile  d'exprimer  J(t)  en  fonction  des  invariants  ^o 
et  gs.  Gomme  on  a 

il  vient  immédiatement,  en  tenant  compte  des  relations 

ej-H  ej-t- ^3=  o, 

Si. 
eie^-h-  6263-+-  6361  = y-, 

4 
g  =  (e,-e3)He3-eiy(e,-e,r-=  ±(gl-27gl), 

la  formule 

(XXXVl....)  J(,)=_î2il_^^. 

Dans  les  notations  de  M.  Weierstrass,  on  envisage  souvent  le 

quotient 

.^ 
^7  si 
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comme  invariant  absolu.  Entre  J(t)  et  cet  invariant,  on  a  immé- 
diatement les  relations  très  simples 


1-'      g\ 


^7^i        J(.)-l! 


V.  —  Généralités  sur  les  transformations  linéaires. 
Transformation  linéaire  des  fonctions   «f(~),  'j'C':))  xC"^)- 

190.  Pour  établir  les  formules  de  transformation  linéaire  géné- 
rale pour  les  trois  fonctions  {p(t),  '|'('^),  x('')  ^®  ^^*  Hermite,  ce 
qui,  d'après  le  Tableau  du  n°  187,  revient  à  la  détermination  d'un 
signe  4-  ou  —  qui  peut  dépendre  des  quatre  entiers  «,  6,  c,  d^  il 
nous  faut  d'abord  commencer  par  étudier  de  plus  près  ce  mode  de 
transformation. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  de  transformation  linéaire  l'o- 

,      .  .  .        »  1  c  -{-  dx  ,  ,   , 

peration  qui  consiste  a  remplacer  t  par  — ^-y-  >  a,  6,  c,  a  étant 

quatre  entiers  qui  vérifient  la  relation  ad —  6c  =  i  ;  elle  se  repré- 
sentera par  le  symbole  ( ^z  )  ' 

Si  ( Tzp  (    '  ■  h'   )  ^0"t  deux  symboles  de  transformation 

linéaire,  le  symbole  ^ 

-f-  dx     c'-\-  d!  - 


-f-  bx    a' -\-  b'x  ^ 
représentera  l'opération  qui  consiste  à  remplacer  t  par 

,  c'-(-  d X 

a'-^b'x  _   ca' -\- de' -{- {cb' -{- dd')x ^ 

,  c'-\-d'x        aa'-v- bc' -^  (ab'-\- bd')x' 
a  -^  b  —, rr- 

a  -h  b  X 

cette  opération  est  manifestement  une   transformation   linéaire. 
Elle  sera  dite  composée  avec  les  transformations 


f  c  ^  dx\       /c'-v-d'x\ 
\a^bx/'      \a'-\-b'x) 
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De  même,  si  (  —, — tf"  )  est  un  troisième  symbole  de  transfor- 
mation linéaire,  le  symbole 

/  c -h  dx     c'-hd'-z     c"-hd"x\ 
\a  -h  bz^  a' -h  6'x'  a"-i-  b"x/ 

représentera  l'opération  qui  consiste  à  remplacer  x  par 

ca'-t-  dc'-\-  (cb'-+-  dd')  —r. tf- 

c"-f-  d"x^ 
aa'-\-  bc'-i-  (ab'-+-  bd')  — r-— 

et  l'on  voit  sans  peine  que  cette  opération  est  encore  une  trans- 
formation linéaire.  Elle  sera  dite  composée  avec  les  transforma- 

lions      —     ,        ,  ,    ,,       ,   (  — r^     • 

\a  -h  bx /     \a  -h  b  X /     \a  -i-  b  x / 

L'opération  qui  consiste  à  remplacer  -  par  ^  est  iden- 
tique à  l'opération  qui  consiste  à  remplacer  respectivement  co, ,  Wj 
par  aco,  +  6W3,  coj,  -f-  dios  :  c'est  l'opération  que  nous  avons  dé- 
signée au  n°  146  sous  le  nom  de  substitution,  et  que  nous  avons 

représentée  par  le  symbole  (  ,j;  en  sorte  que,  si  l'on  con- 
serve les  notations  des  n°  146-147,  on  voit  que  l'opération 

/  c  -h  dx     c'-+-  d'x     c"  -+-  d"  X 
\a-{- bx^  a'-h  b'x^  a"-\- b"x 

revient  à  la  substitution  (  *  ) 

/a     b\  /a'     b'\  (a      b"  \ 
\c     d)\c'     d')\c"     d"}' 

Il  est  clair  que  dans  un  symbole  de  transformation 

c -^  dx    c'-\-d'x    c"-\-d"x 
a-^-bx    a'-hb'x    a"-+-b"x 

on  peut  grouper  ensemble  deux  ou  plusieurs  termes  consécutifs, 
de  même  que  dans  un  produit  symbolique  de  substitutions  on 
peut  remplacer  plusieurs  facteurs  symboliques  par  leur  produit 
effectué. 

(')  Voir,  en  particulier,  la  note  finale  du  n»  146,  t.  I,  p.  241. 
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L'opération  qui  consiste  à  remplacer  x  par  -z  est  la  transforma- 
lion  identique. 

La  transformation  (— — j—-)  est  la  transformation  inverse  de 

;  le  symbole  de  transformation 


c  -\-  dz     —  c-4-aT 


-+-  ÔT       d  —  b' 
représente  aussi  la  transformation  identique. 

191 .  Le  théorème  établi  aux  n°^  148-150  peut  maintenant  s'énon- 
cer de  la  façon  suivante  :  Toute  transformation  linéaire  peut 
s'obtenir  par  la  composition  de  transformations  de  la  forme 

(xdr  i),  ( )•  D'ailleurs,  la  répétition  de /r  transformations  de  la 

forme  (t  ±  i)  équivaut  à  une  transformation  de  la  forme  (t  =t/î)  ; 
la  composition  de  deux  transformations  de  cette  dernière  forme 
reproduit  une  transformation  de  même  forme;  enfin,  la  composi- 
tion de  deux  transformations  ( \  reproduit  la  transformation 

identique,  qui  n'a  pas  d'influence.  Rien  n'empêche  donc  d'énon- 
cer ce  théorème  de  la  façon  suivante  : 

Toute  transformation  linéaire  peut  être  représentée  par  un 
symbole  de  la  forme 

(  I  I  ï  \ 

\  %  T  T  / 

Al),  /lo,  /?3,  ...  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Le  premier  et  le  dernier  des  éléments  de  ce  symbole  peuvent 
d'ailleurs  être  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  formes  t  -j-  /i, 

X 

Par  exemple,  la  transformation  (     '  _  ^  j  peut  se  représenter  par 


le 

;  symbole 

U-\-i, 

,    T  +  3, 

I 

1  ' 

)    X  - 

c 

'est-à-dire 

que 

l'on  a 

5t  - 
3t- 

-27 
-16 

^ 

I 

I 

LES   FONCTIONS   S".  Sy 

192.  Nous  dirons  qu'un  ensemble  de  transformations  linéaires, 
en  nombre  fini,  constitue  un  groupe  si  la  transformation  iden- 
tique fait  partie  de  cet  ensemble  el  si  toute  transformation  obte- 
nue en  composant  deux  transformations  de  l'ensemble  appartient 
aussi  à  cet  ensemble.  D'après  cela,  l'ensemble  de  toutes  les  trans- 
formations linéaires  constitue  un  groupe.  L'ensemble  de  toutes 
les  transformations  linéaires  obtenues  par  répétition  et  combinai- 
son des  deux  transformations  ("^-h  2),  ( —  -  j  constitue  aussi  un 

groupe.  Si  dans  un  groupe  de  transformations  linéaires  on  peut 
en  isoler  un  nombre  fini  ou  infini  qui,  prises  dans  leur  ensemble, 
constituent  un  groupe,  ce  groupe  partiel  sera  dit  un  sous-groupe, 
contenu  dans  le  groupe  total.  Ainsi,  le  second  des  deux  groupes 
précédents  est  un  sous-groupe  contenu  dans  le  premier. 

Nous  appellerons  fonction  modulaire  (  '  )  une  fonction  uni- 
voque  de  t  qui  reste  invariable  pour  toutes  les  transformations 
linéaires  d'un  groupe.  Telle  est,  en  particulier,  la  fonction  J(t), 
qui  reste  invariable  pour  toutes  les  transformations  linéaires. 

Si  une  fonction  univoque  de  t  reste  invariable  pour  quelques 
transformations  linéaires,  l'ensemble  des  transformations  qui 
laissent  cette  fonction  invariable  constitue  évidemment  un  groupe  ; 
en  effet,  la  transformation  identique  fait  partie  de  cet  ensemble, 
puisque  la  fonction  est  univoque,  et  la  transformation,  composée 
de  deux  transformations  linéaires  de  l'ensemble,  laissant  la  fonc- 
tion invariable,  comme  les  deux  transformations  composantes, 
appartiendra  de  même  à  l'ensemble.  On  dit  du  groupe  ainsi  formé 
que  la  fonction  considérée  lui  appartient. 

Une  fonction  univoque  de  x  qui,  lorsqu'on  fait  subir  à  t  une 
transformation  linéaire  quelconque,  ne  peut  prendre  qu'un 
nombre  limité  de  valeurs,  est  manifestement  une  fonction  modu- 
laire ;  elle  appartient  au  groupe  des  transformations  linéaires 
qui  laissent  cette  fonction  invariable;  telles  sont  les  fonctions 
A"(t),  A''(t),  ^(t),  4'('))  xi')  précédemment  définies,  et  qui  sont, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut  (XXXVIIg),  (XXXVIIl3,4,7),  liées  al- 
gébriquement à  la  fonction  J  (t). 

L'étude  des  fonctions  modulaires,  qu'il  convient  de  faire  re- 

(')  Cette  dénomination  est  due  à  M.  Dedekind. 
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monter  à  M.  Hermite,  a  été  l'objet  de  développements  considéra- 
bles, dans  lesquels  nous  ne  saurions  entrer  ici  (').  En  s'affran- 
chissant  de  la  restriction,  qui  consiste  en  ce  que  les  nombres  «, 
6,  c,  d  sont  rationnels,  on  entre  dans  le  domaine  des  recherches  qui 
ont  illustré  le  nom  de  M.  Poincaré,  recherches  que  les  travaux  de 
MM.  Schwarz,  Fuchs,  Klein  avaient  d'ailleurs  préparées. 

193.  L'un  des  problèmes  qui  se  posent  le  plus  naturellement 
est  celui-ci  :  étant  donnée  une  fonction  modulaire,  déterminer  le 
groupe  auquel  elle  appartient.  Nous  allons  l'aborder  pour  les  trois 
fonctions  <p(x),  4'('^)>  7,('^)- 

Considérons  d'abord  les  trois  fonctions 

On  reconnaît  tout  de  suite,  en  vertu  des  relations  algébriques 
qui  lient  les  fonctions  cp,  <1>,  "^^  qu'elles  ne  peuvent  être  égales 
que  pour  des  valeurs  particulières  de  t,  faisant  acquérir  aux  fonc- 
tions ï»,  tj>,  ^  certaines  valeurs  déterminées  :  comme  il  est  évi- 
dent, sur  leur  définition,  que  ces  fonctions  ne  sont  pas  des 
constantes,  on  voit  que  les  fonctions  A,  B,  C  sont,  en  général,  dis- 
tinctes. Or  l'effet  des  transformations  (t±:  i),  [ ]  est  de  les 

ranger  respectivement  dans  les  ordres 

C,     B,    A, 

A,    C,    B. 

Toute  transformation  linéaire,  étant  composée  avec  celles-là, 
ne  pourra  donc  avoir  d'autre  effet  que  de  reproduire  ces  trois 
fonctions,  rangées  dans  un  certain  ordre,  et  chacune  d'elles  ne 
peut  prendre  que  trois  valeurs  quand  on  effectue  sur  t  une  trans- 
formation linéaire  quelconque. 


(')  Voir,  en  particulier,  les  nombreux  Mémoires  de  M.  Klein  dans  les  Mathe- 
matische  Annalen,  et  son  Livre  Ziir  Théorie  cler  Modulfunctionen,  ainsi  que  le 
Mémoire  de  M.  Kiepert  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  87.  M.  Hurwitz  {Mathe- 
matische  Annalen,  t.  XVIII,  p.  528)  a  montré  comment  on  peut  envisager  les 
fonctions  modulaires  directement  et  sans  passer  par  l'intermédiaire  des  fonctions 
Thêta. 
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Cela  s'accorde  avec  ce  fait  que  l'on  a 

L'équation  du  troisième  degré  en  ?/, 

(«  —  ty-i-  3{z)u-=  o, 

que  vérifie  la  fonction  '/-'("),  montre  bien,  en  effet,  que  cette 
fonction  ne  peut  prendre  que  trois  valeurs  pour  les  transforma- 
tions linéaires  qui  laissent  J(t)  invariable,  et  les  trois  racines  de 
cette  équation  sont  précisément  A,  B,  G. 

194.  Les  formules  (XLV)  montrent  clairement  que  les  trans- 
formations (t±  2),  [ —  -]  laissent  la  fonction  A  invariable.  Ré- 
ciproquement, toute  transformation  linéaire  qui  laisse  A  inva- 
riable peut  être  obtenue  de  cette  façon,  de  sorte  que  la  fonction  A 
appartient  au  groupe  formé  en  composant  les  transformations 

(-^).  (-Ô 

de  toutes  les  manières  possibles. 

Supposons,  en  eff'et,  le  symbole  de  transformation  écrit  sous  la 
forme 

(  ...,  -z-^-rii, ,  z-i-  fii, ,  -z-i-  ns,   . . .]: 

\  "^  "^  / 

négligeons  au  commencement,  s'il  y  en  a,  les  termes  de  la  forme 

T-f-2/?, ,  qui  laissent  A  invariable,  de  sorte  que  le  premier 

terme  du  symbole  de  transformation  sera  de  la  forme  t  -f-  n  où  n 
est  impair;  si  n  n'est  pas  égal  à  i,  on  le  décomposera  en  deux, 
T  -f-  /i  —  I ,  T  +  I ,  dont  on  fera  rentrer  le  premier  parmi  ceux  que 
Ton   néglige  et   qui   laissent  A  invariable.  Les  deux   premières 

transformations,  (t  +  i),  (  —  -  j ,  changent  successivement  A  en  G, 

puis  G  en  B;  vient  ensuite  un  terme  de  la  forme  ■:  +  /i.  Que  n  soit 
pair  ou  impair,  la  transformation  (z -\- n)  laisse  B  invariable; 

puis  vient  un  terme  de  la  forme qui  change  B  en  G;  puis  un 
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terme  de  la  forme  t  +  n' .  Que  n'  soit  pair  ou  impair,  nous  décom- 
poserons la  transformation  {y-{-n')  en  deux,  (t —  i),  (tH-/i'+  i);  la 
transformation  (t  —  i  )  change  C  en  A,  et  nous  prendrons  la  transfor- 
mation (x-t-a'+i)  comme  premier  terme  d'une  nouvelle  suite 
dont  nous  traiterons  les  termes  comme  ceux  dont  nous  venons  de 
parler.  En  répétant  ainsi  le  nombre  voulu  de  fois  le  même  raison- 
nement, on  arrive  finalement  à  la  conclusion  suivante  : 

Si   une  transformation  linéaire  laisse  A  invariable,  son  sym- 
bole sera  formé  d'une  suite  de  groupes  de  termes  tels  que 

I  I 

T  +  I, 5        T-t-rt, ,         '^  —  I, 

T  T 

groupes  de  termes  qui  pourront  être  précédés,  suivis  ou  séparés 

les  uns  des  autres  par  des  termes  tels  que  t  -h  2  w,  —  -;  on  peut 

dire  encore  que  la  transformation  sera  composée  de  transforma- 
tions ayant  pour  symboles 

où  n  est  un  entier  pair  ou  impair,  positif  ou  négatif. 

Or  la  transformation  correspondant  au  dernier  symbole  revient 
à  remplacer  x  par 

T  (n  —  i)x  —  n 

1,1=1—  ■ —  = ; 

I  ni  —  n  —  I 


on  reconnaît  d'ailleurs  immédiatement,  en  adoptant  cette  nota- 
tion, que  l'on  a 

on  aura  donc,  en  supposant  n  positif, 


1 2  '         Ti 2  T,,-!—  2 

et,  par  suite, 

\  ni  —  n  —  1/        \      1 


I 

-,X-2, 
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le    symbole    du    second    membre    comprenant   n  termes   de    la 

forme et  /^  termes  de  la  forme  t  —  2.  Comme  on  peut  écrire 

la  relation  précédente  entre  -Zn  et  t^^i  , 


I 


on  a  aussi 


I  I 

2 >  T_2=2 ■>  '•'■>  T_„  =  2  — 


et,  par  suite,  en  supposant  11  négatif, 


in  —  Ot  —  n\         /  I  1 

*  '  -    +-2, ,     T  +  2, , 


le   symbole    du   second    membre    comprenant    n   termes    de    la 

forme  t  +  2  et  /i  termes  de  la  forme  —  -• 

On  voit,  en  résumé,  que  les  transformations  qui  laissent  y2'(T) 
invariable  s'obtiennent  en  composant  les   transformations  de  la 

forme  (t  rt:  2),  (  —  -  )  ?  et  pourront  être  représentées  par  des  sym- 
boles de  la  forme 

I  I 

.,  1 -\- irix, j  1-^-111%, >    • 

/i,,  ^2,  •••  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs;  d'ail- 
leurs, le  symbole  peut  être  limité  à  droite  et  à  gauche  par  des 

termes  de  la  forme  —  -  ou  7  +  2/2. 

195.  Les  transformations  linéaires  qui  laissent  la  fonction  y  (t) 
invariable  appartiennent  certainement  à  ce  type,  et,  en  vertu  des 
relations 

n 

X(t-i-2n)  =  i''7,(T), 


il  est  clair  que  l'elTet  sur  la  fonction  x(t)  de  la   transformation 
précédente  est  de  la  reproduire  multipliée  par  une  puissance  de  i 
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dont  l'exposant  est  le  sixième  de  la  somme 

.  .  .  -1-  «I  -I-  «2  -+-  '*3  -i-  •  •  •  • 

Si  donc  on  veut  que  la  transformation  laisse  xi'^)  invariable,  il 
faut  et  il  suffît  que  cette  somme  soit  un  multiple  de  24. 

196.  Puisque  l'on  a 

il  est  clair  que  les  transformations  linéaires  qui  laisseront  invaria- 
bles !p*(x)  ou  <]>*(':),  laissant  aussi  X^'i'^)  invariable,  auront  tou- 
jours des  symboles  de  la  forme 

/...,-:  -I-  2  ni, >  T  4-  2^2, '  ■  '  *  )' 

mais  comme  les  transformations  de  la  forme  (t+2w)  n'altèrent 

ni  cd^(t)  ni  «^^(t),  et  que  les  transformations  de  la  forme  (  —  -  j 

échangent  ces  deux  fonctions,  on  voit  que  si  la  transformation  ne 
change  pas  «P^(t)  ou  ^^(t),  son  symbole  devra  contenir  le  terme 

un  nombre  pair  de  fois.  Il  suit  de  là  que  toutes  les  transfor- 
mations cherchées  résultent  de  la  composition  de  transformations 
ayant  des  symboles  de  la  forme 


(z-him),      ( — -5  i-\-9.n,     — -)• 


On  reconnaît  sans  peine,  en  répétant  le  raisonnement  du  n°  194, 
que  la  dernière  transformation  s'obtient  en  répétant  n  fois  l'une 
ou  l'autre  des  deux  transformations  inverses 


suivant  que  n  est  positif  ou  négatif. 

Les  transformations  qui  n'altèrent  pas  les  fonctions  ^^('t), 
di^(^)  pourront  donc  être  représentées  par  des  symboles  où  figu- 
reront, n'importe  dans  quel  ordre,  des  termes  de  la  forme 
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197.  Les  deux  dernières  transformations  n'altèrent  pas  la  fonc- 
tion <p(t),  tandis  que  l'effet  de  la  première  est  de  reproduire  cette 
fonction  multipliée  par  y/t".  Si  donc  on  veut  avoir  une  transfor- 
mation linéaire  qui  n'altère  pas  ^(t),  il  faudra  la  constituer  de  la 
même  manière,  avec  cette  condition,  que  la  somme  des  nombres  n 
qui  figurent  dans  les  termes  de  la  forme  T-f-2Ai  soit  divisible 
par  8.  On  reconnaît,  au  contraire,  que  les  symboles  des  transfor- 
mations qui  laissent  ^{"z)  invariable  peuvent  contenir  des  termes 
de  la  forme  x-\-in  en  nombre  arbitraire;  mais  que  le  nombre 

des  termes  de  la  forme  — ^ — j  diminué  du  nombre  des  termes  de 

I  'IZ 

la  forme ■?  doit  être  divisible  par  8. 

198.  Nous  nous  proposons  maintenant  d'établir  les  formules 
qui  expriment  au  moyen  de  <p(t),  4'('^)î  '/('^)  ^^^  fonctions  <p(t), 
(];(t),  x(t),  en  désignant  par 

c  -k-  d- 

T=  T- 

une  transformation  linéaire  quelconque.  Ces  formules  ont  été 
données  par  M.  Hermite  (').  Tout  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans 
l'analyse  qui  suit  est  dû  à  M.  Schlàfli  (^). 

Les  résultats  sont  différents,  suivant  que  l'on  se  trouve  dans 
l'un  ou  l'autre  des  six  cas  du  Tableau  (XXg).  Supposons  d'abord 
que  l'on  soit  dans  le  cas  i",  en  sorte  que  a,  d  soient  impairs,  c  et 
6  étant  pairs.  Cette  transformation  conservera  cp^('7),  J>*(t),  comme 
il  résulte  du  Tableau  du  n°  187;  elle  aura  donc  un  symbole  de  la 
forme 

/  '  1 

. . .  X  -+-  ao, ,  z-\-  ai, ■.   • 

\  X  1 

les  nombres  «oî  ^u  •  •  •  étant  pairs,  et  le  nombre  des  éléments  de 


(')  Comptes  rendus,  t.  XLVI,  p.  5o8  et  p.  715. 

On  remarquera  que  les  cas  2°  et  5°  correspondent  respectivement  aux  cas  V 
et  II  de  M.  Hermite  dans  tous  nos  Tableaux  de  formules.  Il  y  a  correspondance 
complète  entre  le  numérotage  des  six  cas  dans  les  Formeln  und  Lehrsàtze  de 
M.  Schwarz  et  le  nôtre. 

(')  Journal  de  C  relie,  t.  LXXII,  p.  36o. 
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la  forme étant  pair.  Si  ce  symbole  commence  ou  finit  par  un 

terme  de  la  forme  —  -'  on  placera  au  commencement  ou  à  la  fin 

un  terme  de  la  forme  t  +  o,  de  manière  à  obtenir,  dans  tous  les 
cas,  un  symbole  de  la  forme 


I  I  f 

ciq- >   z  -h  di, j   •••;   T-t-  a2/i— 1) '   T  -f- 

T  T  X 


«2«'j  , 


OÙ  tous  les  nombres  «o,  <^o  •  •  •  ?  «2«  sont  pairs,  le  premier  et  le 
dernier  pouvant  seuls  être  nuls.  En  groupant  ensemble  les  trans- 
formations partielles  telles  que 


I  I 

,    T  -h  «1, )> 


on  peut  encore  donner  au  symbole  la  forme 


■)  1  ■+-  a^,  ■ •  >  •  •  •)  t  H-  <Z2«  I  • 


1  —  «iT  I  —  asT 

Les    transformations    de    la    forme   (t  +  a)    changent    ^{~)    en 

a  II 

i^o(^'z),  laissent  (];(t)  invariable    et   changent  '/(t)   en    i'^x('^)' 
les  transformations  f— - — ]  laissent  oi'z)   invariable,   changent 

\{'z)  en  i'*  '^{'z)  et  x('^)  ^^  ^'^X('^)  •  ^^  donc  on  pose 
A,,»  =  «0  +  «2 -+- •  ■  • -t- «2«, 

A2«-l  =  «1  +  «3  + .  •  •  +  Clin-l, 


on  aura 


cp(t)  =  i  '*   ç)(t), 

A.„-, 

7.(T)  =  t      *^        x(t). 


Nous  sommes  ainsi  amenés  à  chercher  des  expressions  en  fonc- 
tion de  a,  6,  c,  d^  de  nombres  congrus,  suivant  le  module  i6, 
à  Ag»,  à  k.^n-\  etj  suivant  le  module  48,  à  Kin-\- ^m-K' 

199.  La  première  forme  du  symbole  de  transformation  montre 


LES   FONCTIONS   &.  65 

que  l'on  a 

c  -{-  dz 


bz 


=  «0  — 


I 

^2«-i " — ; 

«2  «H 


■iiuus   util 

tinue 


Désignons  par  —  la  réduite  de  rang  m  -{-  i  de  la  fraction  con- 


CIq- 


I 

«5/ 


en  sorte  que  l'on  ait 


(«) 


/'//j —  (^m  Pm—1 — Pm—ii  (J m —  ^in<Jm—l — (] m  —  2i 

linPm-ï — PmÇm-l  =  !• 

L'expression  de  — — r^>  sous  forme  de  fraction  continue,  montre 
que  l'on  a 

C  -h  d-     _    (<7o„+T)/?2,t_i  — />2rt-2     _    Pin-^  ~  Plll-l 
a-hbz    ~  (a-îa-^  -)  qon-l—  gun-l   ~    qm-^-^q-ln-y 

et  que,  par  conséquent,  au  facteur —  i  près,  les  nombres  ^2/0  (J-msi 
p-im  Pin-i  sont  respectivement  égaux  aux  nombres  a,  b,  c,  d. 
Comme  on  ne  change  pas  la  transformation  en  changeant  à  la  fois 
les  signes  de  ces  quatre  nombres,  et  que,  d'autre  part,  dans  les  for- 
mules finales,  figureront  seulement  des  fonctions  paires  de  ^2/1» 
<l2n-\')  p-ini  Pin-ii  rien  n'empêche  de  supposer 

qm^  a,         qin-\  —  b, 
Pln=  c,  p-in-i  =  d. 

Il  suffît  donc  d'exprimer  \-in,  ^in-x  par  des  nombres  formés 
à  l'aide  des  entiers  jOort?  P2n-\i  qini  qm~\i  à  des  multiples  de  16 
T.  et  M.  -  II  5 
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près,  pour  avoir,  dans  le  cas  où  nous  nous  sommes  placés,  les 
formules  de  transformation  linéaire  des  fonctions  es  et  <ii. 

200.  Supposons  les  quantités  /?^,  ^^  exprimées  explicitement  en 
fonction  de  Uq,  a,,  «2,  a^,  ...  :  ce  seront  des  polynômes  à  coef- 
ficients +  1  et  —  I,  où  l'on  pourra  grouper  ensemble  les  termes 
de  même  degré.  D'ailleurs,  dans  chacune  de  ces  expressions,  on 
n'aura  soit  que  des  termes  de  degré  pair,  soit  que  des  termes  de 
degré  impair,  en  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  Ain,  A2«_(  ;  62^, 
B2«_i  ;  Gan,  G2rt_<  ;  Da»,  B.2n-i  ;  Eo,/,  E2«_)  ;  . .  .  des  polynômes 
en  «oj  ^4>  <^2  7  •  •  •  dont  les  degrés  respectifs  sont  égaux  au  rang 
des  lettres  A,  B,  C,  D,  ...  dans  l'alphabet,  on  peut  écrire,  comme 
on  le  voit  très  aisément, 


(P) 


(—  l)«/>2/i        =  A,,!—  G2„+E2„— .  .., 
(—  l)V2rt-l  =  I  —  B2„-i  -r-  D2„_i  —  .  .  . , 
(—  l)"S'2«        =1  — B2„        4-D2„       — ..., 

(—  )  )"-q2n-i  =  —  A2«-i  -+-  Gin-l  —  ^2,1-1  -f-  . 


A  la  vérité,  le  sens  des  symboles  Ao»,  A2rt_)  a  déjà  été  fixé;  mais 
ils  gardent  leur  signification,  comme  on  va  le  vérifier  immédiate- 
ment. En  substituant,  en  effet,  les  valeurs  que  l'on  vient  d'écrire 
dans  les  égalités 

Pin      ^^P2n-l<^2ii       — Pïn-li  <Jiii      =  ^2tt— 1  ^2«       —  Qin-ii 

PiJi-l=Pin—iO,ln—i — P-2n—3i  ^In-i^^  2'2«-2<^2/i-l — Ç2ri-3, 

on  trouve  de  suite 

f   A2/î=:  A2re— 2-l-^2/i7  A2ra-1  =  A2«— 3  +  <22ra-lï 

(T)  i    ^2^  =  A2rt-1  «!2;i+  B2re-2,  B2«— 1  =  A2,i_2<3t2«— 1"+-  ^2/2-3, 

\    C-2n^=  B2ra— i«2«~t~  G2«— 2>  G^n-l    =  62/^-2  it-2n-l  +  G2/j— 3, 

d'où  l'on  tire 

A^n        =^  «0+  <^2~r-'  •  •  "t~  <3!2rt) 
A2«-l  =  «1  -+-  «3  -i-  .  .  .  4-  «2/1-1  ) 

,  Bjrt     :^  A-ia^-i- A^aif-i- . .  .-\- X2n—i<^2ni 
(0)  ( 

B2rt— 1  =^  AqUi-^-  A^Cls-h  .  .  .-+-  A.2n  —  2^2n  —  l, 
Gin        =^  Bi  «2+  B3  «4 -+-...-+-  B2»-l  «2«» 
Gj/i— 1  =  B2a3-1-.  .  .-i-  B2rt-2«2«-l- 
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D'ailleurs,  puisque  les  nombres  «oj  «n  <^îi  •  •  •  sont  pairs,  on  a 
certainement,  quel  que  soit  l'indice  /•, 

A;.^o     (mod.  2),         Br=o    (mod.  4),         Gr=o     (mod.  8), 

et  les  nombres  D^,  E,-,  . .  .  sont  évidemment  divisibles  par  i6,  en 
sorte  que  les  égalités  (P)  entraînent  les  congruences  (mod.  i6) 


(0 


(—  l)«jD2„-i  =  I  —  Bîrt-i, 

(— l)"g'2n       =1  — Ban, 

(— l)«g'2n-l  =  — Aîn-iH-  G2„_i. 

L'avant-dernière  des  égalités  (S)  peut  s'écrire 

Cort  =  (A,—  Ao)  Bi-H  ( A4  —  A,)  Bs-i-. .  .-h  (Asn—  Aî^^-a)  Bj^-i 

= AqBi A2(B3 Bi)  .  .  . A2,j_2  (B2n_i B2ra-3)  -+- A27iB2«-l. 

Si,  dans  le  dernier  membre,  on  remplace  pour  chacun  des  in- 
dices 7-^2,  3,  . . . ,  /i,  la  différence  Bor-i — Bor-g  par  sa  valeur 
A2r_2^2/-— I  et  B,  par  ao<^i  =Ao<7|,  il  vient 

Gin  =  —  «1  Ag  —  «3  A|  — .  .  . —  a-in—l  A|„_2  -t-  Aora  B2«_i. 

D'ailleurs  on  a,  en  général, 

a27--i  A|,^,  ^  2a2r-i '^2r-2       (mod.  16); 

en  effet,  la  différence  a-2r~f  -^2r-i{-^2r-2 —  2)  entre  les  deux  mem- 
bres est  divisible  par  16,  puisque  «2r-i  est  pair  et  que  le  produit 
des  deux  nombres  pairs  consécutifs  Ao^-a?  ^%r-2 —  2  est  divisible 
par  8.  Ainsi,  en  négligeant  les  multiples  de  16,  la  quantité 
«,  A„  -|-  «3  A2  -4- .  .  .  +  «2«-i  ^2n-2  peut  être  remplacée  par 

2(rtlAo+a3A2-+-...+  «2n-l  A2,i-2)  =  2B2,;-i  j 

on  a  donc 

Go/j  =— 2B2«-i-l- Aj/jB,,,-!         (mod.  16). 

On  démontre  exactement  de  la  même  façon  la  congruence 
G2rt-t  =  — 2B2„-2-f- A2«-iB2rt-2         (mod.  16). 
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Ces  deux  congruences  permettent  d'écrire  la  première  et  la  der- 
nière des  congruences  (e)  sous  la  forme 

(tj)       <  __        A  *  r>  1  ('"od.  l6). 

Dans  le  second  membre  de  la  première  de  ces  congruences,  on 
peut  remplacer  B2n-i  par  i^( — i  )"/'2«-»  5  puisque  les  deux 
quantités  ne  diffèrent  que  par  un  multiple  de  16.  De  même,  dans 
le  second  membre  de  la  deuxième,  on  peut  remplacer  B2«_2  par 

I  +  (-l)«^o„_o. 

D'autre  part,  l'égalité 

montre,  en  tenant  compte  de  la  dernière  congruence  (s)  et  de 
la  congruence  Cor-i  ^  o  (mod.  8),  que  l'on  a 

Si  le  nombre  pair  Ao„_,  est  divisible  par  4,  on  a  donc 

qi,i=—qin-t         (mod.  8); 

mais,  dans  la  seconde  congruence  (7^),  B2,i_2  est  multiplié  par 
le  nombre  pair  k^n-\ — ">-'■,  on  peut  donc  négliger  dans  l'ex- 
pression de  B2«_2  les  multiples  de  8,  et,  par  conséquent,  rem- 
placer B2«_2  par  I  —  ( —  0"^2«-  Si  ^i,i-\  était  divisible  par  2  sans 
l'être  par  4,  le  facteur  h^^n-K  —  2  serait  divisible  par  4>  et  l'on 
pourrait  négliger  dans  l'expression  de  B2«_2  les  multiples  de  4; 
comme  ao/?,  A2«_)  sont  pairs  tous  deux,  on  a  toujours 

qiti  =  —  q-m-ï        (mod.  4); 

on     voit    donc    que    l'on    peut    encore    remplacer    B2rt_2     P''^ 
^-{-^Yq■^n. 
Dès  lors,  les  deux  congruences  (•^)  conduisent  aux  suivantes 

{—\Ypin      =  A2„-t-(2—   A2„)[l--(— l)"7?2«-l]  ),  ,         ^- 

\  (mod.  16), 
(— i)"5'2«-i==— Asft-i  — (2  — A2«-l)[l  — (-i)''^2«]   ) 
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d'où  l'on  tire 

A2«     Pin-\^        Pin.      -4-2[/'2«-I  — (— l)"l    )    ,  ,       ^, 

>  (mod.  16). 
^in-iqin      =  —  g'2/i-l+ 2[5'2«      —  (— l)"]    ) 

Multiplions  ces  deux  congruences  respectivement  par  p^n-i  3  ^2/1  » 
si  l'on  remarque  que,  en  vertu  des  congruenccs  (s)  et  de  la  con- 
gruence  B,-  ^  o  (mod.  4))  on  a 

(mod.  8), 
(lia     =1   ) 

d'où,  puisque  A2«,  ^2n-{  sont  pairs, 

A2«    7>|«-i  =A2„       ) 

(mod.  i6), 

A2/J-I  S'Ira        =A2,;_1     ) 

on  voit  que  l'on  peut  écrire 

A2«      =       Pin  P%n-l  + P\n-X^  P\n-l  —  '^{—^YP2u-i    \    .  .        ., 

[  (mod.  16). 

^2n-l  =  —  qînq-2n-l-^  qln       ■+- qln       —  2(— l)"5'2«        ) 

Les  seconds  membres  se  réduisent,  en  tenant  compte  des  con- 
gruenccs, 

}  (mod.  16), 

qui  résultent  manifestement  des  congruenccs  (s)  et  de  la  con- 
gruence  B^  ^  o  (mod.  16),  et  l'on  a  finalement 

A2n      =       P2nPin-l  +  Pln-l—i    )    ,  ,       „, 

>  (mod.  16), 

A2«-i^ — qinqin-l-^  q\n      — '    ) 

ou  encore 

A2„      =      cd+d^—\   ] 

>  (mod.  16). 
A2ra-i= — «6-i-«2_,    I 

201.  Nous  transformerons  ces  expressions  de  Ao»,  Km-s  au 
moyen  des  congruenccs 

\  (mod.  16), 
{a  —  <i)  (a  4- <i  + 6)  =  o  ) 

qui  peuvent  s'établir  comme  il  suit. 
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Ecrivons  les  premiers  membres  sous  la  forme 

{gin  —  /'2re-l)  iÇln-^- Plri-1  -^  Pin), 
{qtn  —  Pln-\)  {qin-^ P2n-\  +  Çnn-O- 

En  tenant  compte  des   congruences   (e),    on  voit   que  les   deux 
quantités  précédentes  sont  respectivement  congrues  (mod.  i6)  à 

(B2„-i—  B2„)(2-|-A2„), 

(Ba/j-i—  B^n)  (2  —  A2«-i). 

Il  nous  suffît  donc  de  montrer  que  ces  deux  quantités  sont  di- 
visibles par  16. 

Pour  la  première,  il  n'y  a  évidemment  lieu  à  démonstration  que 
si  l'on  avait  à  la  fois 

Bî/i-i  — B2„=4         (mod.  8), 
A2/j=  o        (mod.  4)'. 

mais,  si  l'on  écrit  la  première  de  ces  deux  congruences  sous  la 
forme  équivalente 

B2/J-1-I- B2«=  4        (mod.  8), 

on  aperçoit  tout  de  suite  qu'elle  est  incompatible  avec  la  seconde; 
car  on  tire  de  l'égalité 

ÇinPin-l — P2nÇin—i  =  !> 

et  des  congruences  (e)  la  suivante 

B2«_i4-B2„=  A2„A2„-i        (mod.  16), 

et  cette  dernière  montre  que,  si  Aaw  est  divisible  par  4,  ^2n-i  -h^zn 
est  divisible  par  8. 

On  déduit  aussi  de  la  dernière  congruence  que  l'on  ne  peut 
avoir  à  la  fois 

Bare-i  — B2«  =  4         (mod.  8), 
A2„-i  =  o         (mod.  4), 

et  les  congruences  annoncées  sont  établies. 

Puisque  a  —  d  est  divisible  par  4?  que  b  el  c  sont  pairs,  il  est 
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clair  que  ces  congruences  entraînent  les  suivantes  : 

(n  \  (mod.  i6); 

^^^  \  (a-d){a  +  d±b)  =  o\^  ^ 

on  en  tire 

»  a^±ac  ^d^±cd  )  ^        ,     ^  ^ 

}  (mod.  i6), 

a^±ab  =  d^±bd  \  ^ 

où  les  signes  supérieurs  se  correspondent. 

Les  deux  expressions  de  Aon,  ^2n-i  peuvent  donc  aussi  s'écrire 

Ain     =      ce?  -H  <i-  —  I  =      ac  -h  a^  —  i 


(mod.  i6) 
A2«-i  =  —  aè  -+-  «2  —  I  =  —  6â?  +  ^-  —  t 


et  l'on  a,  par  suite,  dans  le  cas  i°  du  Tableau  (XXe),  les  rela- 
tions 

(_,     j^\  cd  +  d'—i  ac  +  a^—i 

a  -+-  bx ]  ' 

,     \  —ab-\-a>—\  —bd-\rd^—\ 

±|i)  =  ^— *— ,4^(x)  =  ^— ^— ^(^)- 


202.   Il  est  facile  de  vérifier  que,  dans  chacun  des  cas  2°  à  6" 
du    Tableau    (XXo),    la   transformation   t   peut    être    envisagée 

comme  composée  de  transformations  (-:+  i),  ( j  et  de  trans- 
formations rentrant  dans  le  premier  cas.  Cela  résulte  du  Tableau 
suivant,  où  l'on  a  écrit,  à  gauche,  le  numéro  correspondant  du 
Tableau  (XXg),  et  où,  dans  le  second  membre,  figurent  chaque  fois 
dans  l'ordre  voulu  les  transformations  qui,  par  combinaison,  don- 
nent la  transformation  t. 

-\-  d-z\        ( c  —  d  -\-  dx 


a-^bxj        \a  —  b -+- bx 

,'c-+-dx\        (c-^id — c)t  I 

^a-\-bx/        \a-t-(6  —  a)x  x 

c  -^  dx\  _  I  d-\-  {d —  c)x  I  \ 

a  +  bx)  -\b-^{b-a)x'  ~  x'  ^"^V' 


dx\        l  d  —  ex  1 


a  -+-  bxj        \b  —  ax 
,' c -^  dx\        /  d -h  c  —  ex 

d"  (         ,     .  =      T ,  T  H- 1 

-1-  bx/        \b  -\-  a  —  ax 


'-^} 
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On  voit  bien,  en  tenant  compte  de  la  parité  des  nombres  «,  6, 
c,  c?  dans  chacun  des  cinq  cas  considérés,  qu'outre  (t  +  i),  ( — -U 
les  transformations  qui  paraissent  dans  le  second  membre  ren- 
trent dans  le    premier  cas.    Les  transformations  ^t  +  i),  ( 1 

changent  d'ailleurs  cp(T)  et  (|»(t)  en  combinaisons  de  ces  fonctions 
que  font  connaître  les  formules  (XLV). 

203.  A  l'aide  de  cette  remarque  et  des  formules  établies  au 
n°  201  pour  'f  (t)  et  ^(t)  dans  le  premier  cas  du  Tableau  (XXc), 
on  obtiendra  sans  peine  les  mêmes  formules  dans  les  cinq  autres 
cas  de  ce  Tableau. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  4°  •  <^<^j  ^5  c  sont  impairs,  d  est 

pair;   la   première  transformation  est  i  == ^Z'   ^^  supposant 

a  =  6,  ^^h  —  a,  y:^ûf,  o  =  d — c.  On  vérifie  bien  que  a,  p, 
Y,  0  sont  les  coefficients  d'une  transformation  qui  appartient  au 
cas  1°;  on  a  donc 

en  remplaçant  t  par y  on  a  ensuite 

puis,  en  remplaçant  t  par  t  +  i  j 


/c  -h  dz  \ 
\a-+-  bi  j 


{d  —  c){id  —  C)  —  l  bd  +  b^—l 


=  l 


D'ailleurs,  d  —  c  étant  impair,  on  a  la  congruence 

2((5^— c)2=2         (mod.  i6); 
d'où  l'on  déduit  facilement  la  congruence 

{d—c){id — c   — i  =  c(<i— c)  +  i         (mod.  i6); 
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on  a  donc  finalement,  dans  le  cas  4°i 


'  \a-\-b'zj 


^{-z) 


bd-¥-b*—\ 

I 

i          •* 

') 

En  répétant  les  mêmes  opérations  dans  les  quatre  autres  cas 
du  Tableau  (XXg),  on  obtient  des  formules  analogues,  et  l'on  a 
finalement  pour  la  fonction  ^{'z),  dans  les  six  cas  de  ce  Tableau, 
les  formules  de  transformation  suivantes  : 


c^d-  \   _   -  o{z)  _    -^ ?(t) 

a  +  bz)  -'     4.(T)  ^{xy 


/c-hdz\ 


-cd  +  d'—i 


4" 


c -h  az\        . ^ I 


5° 


/      _L_ //    \  — frf  +  c'— 1  M  +  6»—  1 

^Va  +  6-:/       *         ç(t)        *  cp(T) 

204.  Il  n'est  pas  nécessaire,  pour  obtenir  ces  formules,  de  ra- 
mener, comme  nous  venons  de  l'expliquer,  chacun  des  six  cas  au 
premier. 

Nous  avons  vu  au  n"  202  que  l'on  peut  envisager  la  transforma- 
tion l- ^j  du  cas  4°j  où  a,  b,  c  sont  impairs  et  d  pair,  comme 

composée  de  la  transformation  (- ~U  où  a=:6,  o^d — c  sont 

impairs,  tandis  que  ^=:  b  —  a,  j  =  d  sont  pairs,  transforma- 
tion   qui   rentre    donc   dans   le    cas   i",   et  de   la  transformation 

( î —  ] .  On  peut  de  même  envisager  la  transformation  (         ,    j 

du  cas  6°,  où  a  est  pair,  tandis  que  b,  c,  d  sont  impairs,  comme 
composée  de   la   transformation/-^^ — ô~)'OÙ   ci.-=b^^^b  —  «, 
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"^  :=  d  sont  impairs,  tandis  que  o  =  d  —  c  est  pair,  transformation 

qui  rentre  donc  dans  le  cas  4°i  et  de  la  transformation  ( \, 

de  sorte  que  l'on  a,  dans  le  cas  6",  non  seulement  la  décomposi- 
tion de  la  transformation  (t)  donnée  au  n°  202  en  une  transfor- 
mation qui  rentre  dans  le  cas  i°,  suivie  des  transformations  (t  +  i), 

( ),  mais  aussi  la  décomposition 


c  -h  dz\  _  /  d  -h  (d  —  c  )  T 


a-i-bz/        \6-f-(è  —  a)z' 


de  cette  transformation  (t)  en  une  transformation  qui  rentre  dans 

le  cas  4**,  suivie  de  la  transformation  ( )  • 

•  .  ^     _^  +  i/ 
On  verrait  exactement  de  la  même  manière  que  l'on  peut  envisa- 
ger les  transformations  [ j-  )  des  cas  i",  3°,  5°,  2°  comme  résul- 
tant de  la  composition  d'une  transformation 


P  =  6  —  a,  "^f  ^  d,  ù  =  d  — ■  c,  transformation  qui  rentre  respecti- 
vement   dans    les    cas    6°,    2°,    3°,    5",    et   de    la    transformation 


T 


-z  -\-  I 

Observons  d'ailleurs,  sur  l'exemple  du  numéro  précédent,  que 
la  formule  pour  cp(^ ^  |  s'obtient,  dans  le  cas  4°?  à  l'aide  de 

la  formule  pour  cp  ( 7~)'  supposée  connue  dans  le  cas  i°,  en 

changeant  dans  cette  dernière  formule  simultanément  a,    b,  c, 

d,  -z  en  b,  b  —  a,   d^  d  —  c,  —  ■ -'  Les  mêmes  changements 

simultanés  permettront  donc  aussi,  lorsqu'on  connaîtra  une  des 
formules  relatives  aux  cas  4°?  ou  6°,  ou  2°,  ou  3°,  ou  5",  d'écrire 
immédiatement  la  formule  relative  respectivement  aux  cas  6°, 
ou  1°,  ou  3°,  ou  o",  ou  2°.  11  suffit  donc  d'avoir  les  formules  rela- 
tives aux  cas  i°  et  5",  par  exemple,  pour  avoir  toutes  les  autres. 
Le  même  raisonnement  s'applique  aux  diverses  décompositions 
indiquées  dans  le  n°  202.  Le  Tableau  suivant  résume  les  résultats 
et  permet  de  passer  des  formules  qui  concernent  l'un  quelconque 
des  cas  du  Tableau  (XXo)  à  celles  qui  concernent  les  autres  cas. 
Dans  les  cinq  premières  lignes  on  a  écrit,  à  côté  des  lettres  a,  è, 
c,  û?,  T,  les  expressions  qui  doivent  les  remplacer  :  en  regard  de 
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ces  expressions  el  à  côté  des  n°*  i°,  2°,  3°,  4°j  3°^  6°,  on  trouve 
les  numéros  des  cas  qui  remplacent  respectivement  ces  six  cas. 


a 

a  —  b 

a 

b 

b 

a-^  b 

b 

b 

b  —  a 

b  —  a 

—  a 

—  a 

c 

c  —  d 

c 

d 

d 

c-\-  d 

d 

d 

d  —  c 

d-c 

—  c 

—  0 

X 

1  -i-i 

T 

I 

i 

X 

X-I 

T-f-I 

t  -+- 1 

X 

1° 

2° 

3" 

4° 

5° 

6° 

1° 

1° 

4° 

3° 

6° 

5° 

V 

6» 

1° 

5° 

4" 

2° 

4° 

5" 

1° 

6» 

3° 

1° 

5° 

4° 

6° 

2° 

1° 

3° 

6° 

3° 

5° 

1° 

2° 

4° 

205.  Les  formules  relatives  à  la  transformation  linéaire  de  la 
fonction  ^{y)  pourraient  s'établir  exactement  de  la  même  ma- 
nière; le  Tableau  précédent  s'applique  aussi  bien  à  la  fonction 
iJ^(t)  qu'à  la  fonction  «p(t). 

D'ailleurs,  on  peut  passer  directement  des  formules  relatives  à 
la  fonction  (0(7)  à  celles  qui  concernent  la  fonction  ^(x)  par  la 


76  CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 

remarque  suivante,  que  nous  développerons  sur  le  cas  i".  Dans  la 
formule 

changeons  t  en ;  elle  devient 

/         j  _j.  \  cd-hd^—l  rtr  +  a'— 1 


Si  l'on  applique  au  premier  membre  de  cette  formule  la  rela- 
tion 

—  d  -h  ex 

en  supposant  t  ==  — ~, »  on  trouve 

^  '^  —  o  -h  ax 

cd  +  d'—\  ac  +  a'—l 


'^[:^^d^x)='     '     ^(^)  =  ^'     '     ^(^)- 

Si  l'on  remplace  maintenant  a,  b,  c,  d  par  —  <i,  c,  6,  —  a,  ce 
qui  nous  laisse  dans  le  cas  1",  on  obtient  les  formules 

/      _,     ^    \  —  aô  +  a'— 1  —hd  +  d'—l 

qui  sont  bien  celles  du  n°  201. 

En  raisonnant  de  la  même  façon,  on  voit  que  si  l'on  change 
a,  b,  c,  d  en  —  d,  c,  b,  —  a  et  simultanément  cd  en  (];  et  <];  en  cp? 
chaque  formule  relative  à  la  fonction  cp  conduit  à  une  formule 
relative  à  la  fonction  t|^;  mais  on  ne  reste  pas  toujours  dans  le 
même  cas  du  Tableau  (XXe);  on  reconnaît  facilement  que  l'on 
passe  des  cas  1°,  a*',  3°,  4°,  5°,  6°  aux  cas  1°,  3%  2°,  6",  5°,  4°. 

On  obtient  ainsi  pour  la  fonction  d»  (t),  dans  les  six  cas  du  Ta- 
bleau (XXe)  les  formules  de  transformation  linéaire  suivantes  : 


3» 
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flft  I  /_\  (c -h d)  i—  n  —  b  +  c -h (i)  ,  , 


11 


(c  —  rfi  { —  n  +  6  +  r  —  (ts 


ç(t)' 


rt6-l-6«— 1 


(f(x)  =  t         *         o(x), 
/        .     j    \  — ""  —  «--1-1      ,  — fzr-t-c'— 1 

.  C^d-Z\  . 7 I  . 7 I 


-a6  — ^'-^-I 


206.  Nous  récrirons  ci-dessous  les  formules  relatives  aux  fonc- 
tions 'J  (t)  et  <!'(':),   en   ne  conservant  d'ailleurs,  pour  chacune 

d'elles,  qu'une  seule  forme.  Le  sjmbole  \-\,  où  n  est  un  entier 

impair,  est  emprunté  à  l'Arithmétique;  nous  aurons  l'occasion  d'y 

revenir  au  n"  228;  il  est  mis  à  la  place  de  î   *    =  ( —  i)   *    .  Nous 

m. 

rappelons  encore  une  fois  que  t",  où  m  est  un  entier  quelconque 

irfîZi 

et  n  un  entier  positif,  est  mis  à  la  place  de  <?  -"  . 


(XLV,3) 


?(T)  = 

'Ht)  = 

1° 

(I)'^'(^) 

(l)rT^(x) 

1° 

cd       ,     . 

\a}       <î;(x) 

3° 

-       \d)'        ?(x) 

4" 

(c)'      4:(T) 

J.(x) 

5» 

(-o)'"^+<^) 

6» 
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207.  Il  est  à  peu  près  inutile  de  dire  que  les  difFérentes  façons 
dont  on  parvient  à  ces  formules  donnent  naissance  à  une  suite  de 
congruences  (mod.  16)  entre  les  nombres  a,  b,  c,  d,  relatives  aux 
différents  cas  du  Tableau  (XXo).  Par  exemple,  dans  le  cas  3*^,  on 
a,  entre  autres  congruences,  les  suivantes  : 


{d  -\-  a){d —  a  —  c)s=o, 

(c  -h  d)( —  a  —  b  -i-  c  -h  d)  -h  ab  s^  o, 

c  {a  -{-  ib  -{-  c  -\-  d)  ^  o, 

d{ —  a-k-b-^c-^d)^b{a  —  c), 

(a-l-c)(aH-2c)  =  <i(c-l-<fjsi-+-6(a  —  d), 


(mod.  16). 


Elles  peuvent  être  vérifiées  en  distinguant  les  nombres  entiers 
a,  b,  c,  d  suivant  leur  reste  modulo  4-  Quelques-unes  d'entre  elles 
se  déduisent  d'ailleurs  des  autres  en  ne  distinguant  ces  nombres 
entiers  que  suivant  leurs  restes  modulo  2. 

En  tenant  compte,  dans  chacun  des  six  cas  du  Tableau  (XXo), 
des  congruences  correspondantes,  on  peut  mettre  les  formules  de 
transformation  linéaire  des  fonctions  cp(T)  et  ^('^)  sous  plusieurs 
formes  équivalentes  à  celles  des  Tableaux  précédents.  Ainsi,  dans 
le  cas  3°,  on  a,  par  exemple, 

V  (c  +  b)d    ,    ,     ^ 


-^bzj         \d  /  ÇC"^) 

208.  Pour  obtenir  les  formules  de  transformation  linéaire  con- 
cernant la  fonction  y  (■r)  dans  le  cas  1°  du  Tableau  (XXe),  nous 
suivrons  une  méthode  moins  directe  que  pour  les  fonctions  ©(t) 
el^j;(T). 

Rappelons  tout  d'abord  que,  dans  ce  cas  1°,  on  a 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

''■  =  A.2/J-1-  Aq/i-i  ; 
quand  nous  voudrons  mettre  en  évidence  les  nombres  a,  b,  c,  d 
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dont  dépend  X,  nous  écrirons,  au  lieu  de  )., 

'a,  b' 


c,  a 


Observons  aussi  qu'en  remplaçant,  dans  l'égalité 


par  T  +  2  w  ou  par  >  on  aura 

la  -t-  rtT  \  .-;      ,  ^         .    ■-   ■ 

—  =    t'2y(^4_.^„)^    j     12 

a-h-inb  -i-  bz/  '^ 

(d —  inc)z  '  /       _        \  ■ 


(.^ 


(6  —  ma) 
et,  par  suite, 

/  ^  /«  +  2/i6,  ^  \  _  r   fa,  b\ 
,    ,  )      \c-\-ind,d)~     \c,  dj       ^      ,   .       ,   ,„, 

(Tj)  {  '    (mod.48). 

i  ^  [a,b  —  ina\  __  ,    la^b\  l 

l       \c,  d  —  inc  j  \c,  d)  ] 

Inversement,  si  l'on  détermine  une  fonction  entière  à  coeffi- 
cients entiers  X  qui  vérifie  ces  deux  congru ences,  quel  que  soit  le 
nombre  pair  in,  pourvu  que  a,  b,  c,  d  soient  des  nombres  satis- 
faisant aux  conditions  du  cas  1°,  et  qui,  enfin,  se  réduise  à  zéro 
dans  le  cas  où  a,  b,  c,  d  sont  les  coefficients  de  la  transformation 
identique,  c'est-à-dire  lorsque  l'on  a 

a  =  i,         b  =  o,         c  =  o,         d  =  i, 

il  est  clair  que  cette  fonction  X  pourra  être  prise  pour  la  fonction  }v 
qui  vérifie  l'égalité 

'    X(T)=iï^X(^)- 

En  effet,  toute  transformation  du  cas    1°  peut  être   obtenue   en 
faisant  suivre  la  transformation  identique  d'un  certain  nombre  de 

transformations  de  la  forme  (t  +  2  n)  ou  ( ) • 

^  '  \i  —  anx/ 

209.  Nous  commencerons  par  déterminer  une  fonction  L  de 
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rt,  è,  c,  d  qui  vérifie  les  congruences  (r))  suivant  le  module  16; 
nous  transformerons  ensuite  cette  fonction  L  en  une  autre  qui 
lui  soit  congrue  suivant  le  module  16  et  qui  vérifie  les  con- 
gruences (71)  suivant  le  module  3;  cette  dernière  fonction  pourra 
être  alors  prise  pour  X,  car  elle  vérifiera  manifestement  les  con- 
gruences (ti)  suivant  le  module  48- 

Comme  les  formules  de  transformation  des  fonctions  ^(t)  et 
^/(t)  dans  le  cas  1°  du  Tableau  (XXo), 

|(v/  +  rf^  — 1 

donnent  immédiatement  pour  l'exposant  \  de  la  formule  de 
transformation 

X(T)=^-'^X(^). 
la  valeur 

\  ^  {cd -^-  d'^ — I )-+-(—  aô  +  «2 —  i)         (mod.  16), 

il  est  naturel  de  se  demander  si  en  prenant  pour  L  l'expression 
cd — ab -^  d- -\- a- — 2,  les  congruences  {'i\)  sont  vérifiées  sui- 
vant le  module  16. 

On  le  voit  immédiatement,  dans  le  cas  où  le  nombre  pair  'in  est 
divisible  par  4-  En  remplaçant  alors  x  par  'z  -\-  n  dans  les  égali- 
tés (Z,),  on  obtient  les  relations 

(,    I    ,       7    \             {c  +  nd)d  +  (l^—\                                   {c  +  nd)d-hd'—l  + n 
c  -+-  na  -I-  ax  \        .— ; ,  . ; 
, r-     =*                           ç(T-4-n)  =  t               *  o(t), 
a-\-  nh  -^hx)                                   '  ^  '      '^' 

7    ,       7    \  —  (rt  +  «6) />+ (a  +  «i|2  —  1 

C  -4-  na  -f-  ax  \        . ■ — ; ,  ,   ^ 

a  -+-  no  -\-  bx  J  ' 

Si  donc  on  prend  pour  L  l'expression 

(cd -i-  d^  —  i)  ~i-  { —  a6  4-  a^—  i) 

et  si  l'on  désigne  par  L,  ce  que  devient  L  lorsqu'on  change  t  en 
T  +  /?,  on  a  l'égalité 

Li  —  L  —  zild^-^i  —  b'-h2ab  -^  «^^]- 

De  même,  en  remplaçant,  dans  les  égalités  (Q,  x  par  — ^ — -  et 
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en  désignant  par  L2  ce  que  devient  alors  L,  on  a  l'égalité 
L2  —  L  =  n(—  c2 —  icd  -+-  nc^-h  a^-i-i). 

De  ces  deux  égalités  on  déduit  immédiatement,  puisque  n,  bj  c 
sont  pairs  et  a,  d  impairs,  les  congruences 

Li  —  L  ^  in  ) 

(mod.  16), 
L2 —  L^in  ) 

qui  mettent  bien  en  évidence  que  les  congruences  (r,  )  sont  véri- 
fiées, suivant  le  module  16,  en  prenant  X  =  L. 

Ainsi,  dans  le  cas  oii  n  est  pair,  toute  fonction  congrue  à 
cd  —  ab  -h  a-  -h  d'^  —  2,  suivant  le  module  16,  et  s'annulant  pour 
a=:i,d=i,b^=o,  c=:o,  pourra  être  prise  pour  X,  si  elle  vé- 
rifie les  congruences  (ri)  suivant  le  module  3. 

Or,  en  vertu  des  diverses  valeurs  trouvées  pour  A2«,  A2«_i,  on  a 
les  congruences 

L  =  d{c  —  b)-\-  2(c?2— i)  =  a{c  —  b)  ■+■  %{a''- —  i)        (mod.  16), 

et,  par  suite,  puisque  a  ei  d  sont  impairs, 

h^d{c  —  b)  =  a{c— b)        (mod.  16). 

D'un  autre  côté  on  a,  à  cause  de  l'égalité  ad  —  bc=  1,  les  con- 
gruences 

d(bc^i)  —  a=(d^ — i)a  =  o) 

a(6c  +  i)-^=(a^-i)rf^or'^"^-^^' 

d'où  l'on  déduit,  en  multipliant  par  le  nombre  pair  b  —  c, 

{b  —  c)(bcd — a)-^d(b  —  c)  =  o  ) 

/ ,         s  /    7  »  ,,         V  !  (mod.  16). 

(b  —  c){abc  —  d)-ha{b  —  c)^o\ 

On  a  donc  aussi  les  congruences 

L~{b  —  c){bcd—a)  =  (b  —  c){abc  —  d)        (mod.  16). 

D'ailleurs  les  deux  fonctions 

(b  —  c)(bcd — a),    (b  —  c)(abc  —  d) 

sont  congrues  suivant  le  module  3;  en  effet  leur  différence  est 

(6  -  c){a  —  d){bc  -\-a)  =  {b  —  c){a  — d)ad, 
T.  et  M.  -  II.  6 
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et  l'un  des  facteurs  b  —  c^a  —  d,a,  d  est  nécessairement  divisible 
par  3,  car  s'il  en  était  autrement  il  faudrait  que  l'on  eût  à  la  fois 

a  =  z,  b  =  z',  c  =  —  s',  d  =  —  e, 
£,  e'  étant  égaux  à  ±  i  ;  on  en  déduirait 

I  =  ac?— 6c  =  —  £2+g'2=o        (mocl.3), 

ce  qui  est  absurde. 

On  aura  donc  vérifié  que,  pour  n  pair,  l'une  ou  l'autre  des  deux 
fonctions  (b  —  c){abc  —  d),  (b  —  c){bcd  —  a)  peut  être  prise 

pour  la  fonction  \i     '       h  si  l'on  constate  que  l'une  ou  l'autre  de 

ces  fonctions  satisfait  aux  congruences 

\c  ^ind,  d )  \c,  d )  f  /       j   on 

1  X  /  (mod.  3). 

/  a,  b  —  ina\  f  a,  b\  1 

A  —  A  )  —  2rt  =  ol 

\  c,  d — inc  j  \  c,   d)  1 

La  vérification  de  ces  deux  congruences  est  particulièrement 
aisée,  si  l'on  fait  porter  la  démonstration  sur  (b  —  c)(bcd  —  a) 
pour  la  première,  sur  (b  —  c){abc  —  d)  pour  la  seconde.  On  a 
alors  à  établir  les  deux  congruences,  suivant  le  module  3, 

(b  —  c  —  %nd)[bdc  —  a  -\-inb{d'^ —  i)]— (6  —  c)  {bdc  —  a)  —  in^  o, 
(b  —  c  —  2na)[abc  —  d —  '2nc{a^ —  i)]  —  (6  —  c){abc  —  d)  —  'i/i  ^o, 

ou,  en  supposant  n  premier  à  3, 

—  ■inbd{d'^—\)  —  d{bdc  —  a)  -h  b(b  —  c)(</2— i)  —  i  =  o, 
-t-  inac^a"^ —  i)  —  a{abc  —  d)  —  c{b  —  c){d^ —  i)  —  i  =  o; 

or  les  nombres  d{d'^  —  i),  a{a^  —  i)  sont  divisibles  par  3  puisque 
ce  sont  des  produits  de  trois  nombres  entiers  consécutifs;  on  a 
donc  à  établir  les  deux  congruences 

—  dibdc  — a) -\-b{b  —  c){d^  —  i)  — 1  =  0  )  ,       ,   ^^ 

\  (mod.  3). 

—  a{abc—d)  —  c{b—c)(a^ — i)  — i  =  o) 

En  retranchant  des  deux  membres  la  quantité  ad — bc — i. 
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elles  prennent  la  forme 


c{c—  2.b){a^ — 1)^0 
ou 

6(6-(-c)(c?2— i)  =  o 
c{b -h  c){a^ -i)=o 


(mod.  3), 


(mod.  3). 


Si  a  est  divisible  par  3   ou   si  c?  est  divisible  par  3,  l'égalité 
ad — bc=  I  montre  que  l'on  a 

6c  =  — I         (mod.  3), 

d'où  l'on  conclut  que  b  -\-  c  est  divisible  par  3.  La  vérification  an- 
noncée est  donc  faite. 

210.  Nous  nous  sommes  bornés  jusqu'ici  à  considérer  le  cas  où 
le  nombre  pair  2/?  est  divisible  par  4;  mais  il  se  peut  que  n  soit 
impair  et  dans  ce  cas  la  démonstration  précédente  est  en  défaut, 
comme  on  le  voit  en  observant  qu'alors  les  substitutions  t  =  t4-/i 

et  T  ^     ne    rentrent  pas   dans  celles  du   cas    i°   du  Ta- 

bleau'(XX6). 

Il  nous  reste  donc  encore  à  vérifier  que,  pour  n  impair,  les 
congruences  (y\)  ont  lieu  suivant  le  module  48  lorsque  l'on  prend 
pour  X  successivement  chacune  des  deux  expressions 

(b  —  c)(bcd — a),     {b  —  c){abc  —  d). 

La  démonstration  est  la  même  que  tout  à  l'heure,  lorsque  l'on 
envisage  les  congruences  (t])  suivant  le  module  3  ;  il  suffit  donc  de 
vérifier  que  l'on  a,  pour  n  impair,  les  quatre  congruences,  prises 
toutes  quatre  suivant  le  module  i6, 

{b  —  c  —  ind)[bd{c  -f-  ind)  —  {a-\-  -j.nb)]  —  {b  —  c){bdc  —  a)—  2rt  =  o, 
(6  —  c  —  ina)\{b  — ina){d—  inc)c  —  a^  —  {b  —  c){bdc  —  a) —  2n  =  o, 
{b  —  c  —  ind)[{a~^  ■2nb)(c  -+-ind)b  —d\  —  {b  —  c)(abc  —  d)~  2n  =  o, 
{b  —  c  —  ina)[{b  —  ina)ac  —  {d —  2«c)]  — {b  —  c){abc  —  d) —  in==o. 

Cette  vérification  n'offre  aucune  difficulté  si  l'on  tient  compte 
de  la  relation  ad —  6c  =  i  et  de  ce  que,  a  ei  d  étant  impairs,  b 
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et  c  pairs,  les  quatre  nombres  a^  —  i ,  d-  —  i ,  h{b  —  2),  c(c  -f-  2) 
sont  divisibles  par  8. 

211.  Nous  avons  ainsi  démontré  que  dans  le  cas  1°  du  Ta- 
bleau (XXg),  où  a,  d  sont  impairs  et  Z>,  c  pairs,  on  a  les  relations 

{b  —  c){bcd  -a)  {b  —  c)(abc  —  d) 

En  nous  reportant  au  Tableau  du  n°  197,  qui  montre  comment 
on  peut  décomposer  dans  les  cinq  autres  cas  la  transformation  t  en 

transformations  (t  + 1  ) ,  ( )  et  en  transformations  (  - — ~  \o\xol,ù 

sont  impairs  et  [3,  y  pairs,  en  faisant  usage  de  la  formule  précé- 
dente et  des  formules  (XLV)  ainsi  que  de  la  relation  ad — bc  =  1 
et  de  la  parité  des  nombres  a,  6,  c,  d,  on  peut  obtenir  les  formules 
de  transformation  linéaire  de  la  fonction  ^(x)  dans  les  cinq  autres 
cas. 

On  a  ainsi,  dans  le  cas  2",  la  relation 

(/)  —  r  +  fj  )  {bcd  —  bd'  —  a  +  b) 

que  l'on  peut  écrire,  en  tenant  compte  de  la  formule  (XLV4)  et 
de  la  relation  ad  —  bc  =  i, 

(b  —  c)  (bcd  —  n)    _  hd  (di  —  1)     _  b  {b  —  2c]  (d'—\)       /     \ 
y{T)=i  12  i  12         i  12  lâU 

La  congruence 

bd{d^—i)^o        (mod.  48) 

est  manifeste,  puisque  b  est  pair  et  d  impair.  La  congruence 

6;6  — 2c)(c?2— i)  =  o      (mod.  48) 

qui  est  manifeste  quand  d  n'est  pas  divisible  par  3,  puisqu'alors 
d'i —  I  est  divisible  par  24,  résulte,  quand  d  est  divisible  par  3, 
de  la  relation  ad —  bc  =  i  qui  entraîne  les  deux  congruences 

6c  =  —  I       (mod.  3),  6^=1       (mod.  3). 

Dans  le  cas  2°,   la  formule  de  transformation  de  la  fonction 
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y(x)  se  présente  donc  sous  la  forme  très  simple 

qui  est  toute  semblable  à  l'une  des  deux  relations  du  cas  i*^. 
Dans  le  cas  5",  on  a  immédiatement 

(a  +  d){acd  —  l))  {a -hd){(ibd-c) 

Z(T)  =  i-         ''       x(^)  =  ^'       ''       x(^)- 

Dans  le  cas  4°,  les  calculs  sont  tout  aussi  simples,  si  l'on  passe 
du  cas  5°  au  cas  4"  à  l'aide  du  Tableau  du  n°  204.  On  obtient  ainsi 
la  relation 

y(T)=i  12  i        12  i  12  Zili. 

En  tçnant  compte  des  deux  congruences 

db(b^—i)  =  o  ) 

(mod.48), 

qui  résultent  immédiatement  de  ce  que  dans  le  cas  4°,  d  est  pair, 
b  impair,  et  de  ce  que  l'on  a  ad  —  bc  ^  i ,  cette  relation  peut 
s'écrire 

la  +  d)(ahd  —  c)      ,     v 

212.  On  pourrait  de  même  déduire  de  diverses  manières,  à  l'aide 
du  Tableau  du  n°  204,  les  formules  de  transformation  linéaire, 
relatives  aux  cas  3°  et  6°,  des  formules  établies  dans  les  cas  i°,  2°, 
4°,  5°.  Mais  on  arrive  plus  rapidement  au  résultat  de  la  manière 
suivante  : 

Dans  la  formule  relative  au  cas  2°,  où  «,  c,  d  sont  impairs  et  b 
pair,  à  savoir 


lç+_dx\ 


ib-c)tbcd-a)       ,    . 
7  12  /•'-  ^  , 

changeons  t  en ;  nous  aurons 

'^\b  —  azj  <p(t)' 
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appliquons  ensuite  Ja  formule 

x(T)  =  x(-7) 

en  prenant 

b  —  ax' 
la  relation  précédente  deviendra 

^\—d-^cz)  cp('c)' 

elle  rentre  toujours  dans  le  cas  2".  Changeons  maintenant  «,  b, 
c,  d  en  —  d,  c,  b,  —  a;  nous  aurons 


X 


7     V  (c  —  b)  {— abc  +  d)      ,     s. 


a  -t-  btj  ?('^) 


et  celte  formule  rentre  dans  le  cas  3",  puisque  a,  c,  d  sont  im- 
pairs, b  pair. 

En  raisonnant  de  la  même  manière  sur  la  formule  relative  au 
cas  4°»  on  voit  qu'en  changeant  dans  cette  formule  a,  b,  c,  d  en 

—  d,  c,  6,  —  a,  on  obtient  la  relation 

(7    \                  (n  +  d)  {acd  —  b)       ,    s 
'-±^i\^i r. xli, 
a-^bxj  o(t) 

oîi  b^  c,  d  sont  impairs  et  a  pair  et  qui  rentre  donc  dans  le  cas  6°. 

Les  mêmes  changements  simultanés  de  <2,  6,  c,  d  en  —  d,  c,  b, 

—  a  transposent  donc  entre  elles  les  formules  relatives  aux  cas  2" 
et  3°  et  les  formules  relatives  aux  cas  4°  et  6°;  ils  transposent 
aussi  entre  elles  les  deux  formules  relatives  au  cas  i"  et  les  deux 
formules  relatives  au  cas  5". 

213.  En  résumé,  nous  avons  obtenu,  dans  les  six  cas  du  Ta- 
bleau (XXo),  les  formules  de  transformation  linéaire  de  la  fonc- 
tion '/_(t)  que  l'on  trouve  réunies  dans  le  Tableau  suivant  : 
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(b  —  c){bcd  —  a)  (b  —  c)(abc  —  d) 

(b-c){bcd  —  a)  _ 
2°       ■^{t)  =  £  12 


Cp(T)' 


(6  — C)  (rtÔC  — rf) 


(XLVI2) 


(n  +  d)  (abd  —  c) 


4»       ;^(t)  =  i' 


12 


xÇO 


5°     x(t)  =  i 
6»     x(T)=*" 


(a  +  d)  jabd  —  c)  _  {a  +  d)  jacd  —  b) 


x(^). 


{a  +  d\(acd  —  b) 
IS 


cp(x) 


214.  Si  l'on  observe  que  les  nombres  entiers  a,  b,  c,  d,  liés  par 
la  relation  ad —  bc  =  1,  vérifient  les  congruences 

(b  —  c)(bcd  —  a)  E=       ah-\-ac-^hd — ab^c  ) 

\  (mod.  3), 
^  (6  —  c)  {abc  —  d)^  —  cd  —  bd  —  ac  -^  bc^  d  ) 

et  que,  dans  le  cas  où  a  el  0?  sont  impairs,  6  et  c  pairs,  ils  véri- 
fient aussi  les  congruences 

{b  —  c)ibcd  —  a)  =  (6  —  c)  (abc  —  d)  =  Z{a^d-—i)  —  ^{ab  —  cd)  (mod.  16). 
(le  sorte  que  l'on  a 


(6  —  c)  {abc  —  d) 
=  iG{—cd—bd  —  ac-hbc^-d)-h3(a^-d^—\)  —  Q{ab  —  cd) 
=  (6  —  c){bcd —  a) 
=  i6{ab  -i-  ac  -h  bd  —  ab^ c)  -+-3{a^d^—i)  —  ^{ab  —  cd) 


(mod.  48), 


on  voit  que,  dans  le  cas  1°  du  Tableau  (XXo),  les  formules  de 
transformation  que  nous  venons  d'obtenir  peuvent  être  rempla- 
cées par  les  suivantes  : 


/c  +  dz\       .       ' 
=  (-0 


n'rfJ  — 1     21T1,    .  ,  ,         ...  3TCi,    .  ,, 

—    (ab  +  ac  +  bd  —  ab^c) —{ab  —  cd) 

—  —--(—cd  —  bd  —  ac  +  bcid) ~-(ab  —  cd) 


De  même,  si  l'on  observe  que  les  nombres  impairs  a,  c,  d  et  le 
nombre  pair  6,  liés  par  la  relation  ad  —  bc  =  ï,  vérifient  la  con- 
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gruence 

{b  —  c){bcd  —  a)  =  3{a^ — i)  -h  g{ab  -f-  cd)  ■+-  8      (mod.  16), 
de  sorte  que  l'on  a 

(b  —  c)  (bcd — a)  ^i6(ab -hac -+- bd — ab^c)  ) 

}  (mod.  48), 
+  3(a2— i)H-9(a6  +  crf)  +  24  |  '  ' 

on  voit  que,  dans  le  cas  2°,  la  formule  de  transformation  linéaire 
de  la  fonction  ^(t)  peut  s'écrire 


/        ,_7\  «S  — I2irj,,  t,       ,,311/ 

/  C  -^  dt\  .  .     -     .-•      .-- 


■ —  [ab  +  ac  +  bd  —  abic)    — -(rt6  +  cd)  5^  (x) 


En  changeant  dans  ces  deux  formules  a,  6,  c,  6^,  t  en  6,  —  «, 
<i,  —  c,  —  -?  on  obtient  les  formules  de  transformation  linéaire 
de  la  fonction  '/(')i  dans  les  cas  5°  et  6°,  sous  la  forme  suivante  : 

/C-l-aT\  ,  . •- —     -—{—ab  +  bd  +  ac  —  a^bd)     —-(ab  —  cd) 

(crf  — flf  —  irf  +  rtCrf2)     -—■  (ab  —  cd) 


=      (-1)     '     e  '  e'  Z(^)' 

/  c  +  dz\  ,  J—^    -—^(—ab+bd  +  ac  —  a''bd)    —"-—' {ab  +  rd)  y  (t) 

—     =  _  (_  i)    8    e  3  e      8  A^/ . 

Xa-^-bxJ  '  cp(T) 


Enfin,  en  changeant  dans  les  dernières  formules  relatives  aux 
cas  1°  et  6",  a,  6,  c,  d  en  —  d,  c,  ^>,  —  a,  on  obtient  les  formules 
de  transformation  linéaire  de  la  fonction  x(')  dans  les  cas  3°  et  4" 
sous  la  forme  suivante  : 

[c-\-dl\  .        ^-^   ^JEl(-cd-bd-ac  +  bc^d}   -l:Ei(ab  +  cd)y(x) 

r2  —  1     2  7t  j" ,     ,  ,  ,  ,  ,     3  7t  /  ,    ,  „       /     X 

,         , — -—    -—- [cd —ac  —  bd+acdi)    -— (ab  +  cd)  y  (l) 

( —  I  )  8  e  ^  e  8      ^;  ; . 

?(t) 

215.  Les  congruences 

—  ab  —  a^bd^  ab  —  ab^c  \ 

cd-{-acd^==  —  cd-hbc^d  >  (mod.  3), 

—  cd  —  bd  —  ac  -\-  bc^  d  ^  ab  -^  ac  -\-  bd  —  ab^  c   ] 

ayant  lieu  quels  que  soient  les  entiers  a,  6,  c,  d  liés  par  la  rela- 


/C  +  dz\ 
\a-\-  bz) 
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tion  ad — bc=:i,   on  a,  en  résumé,  dans  les  six  cas   du  Ta- 
bleau (XXj), 


(XLVI3)      / 


30     i(T)  =  -    (^1    Pe 


-ifi(a6  4-crf)X(T) 


/•2\  ^'(fl6  +  crf)      y(t) 


Cp(T) 

1-     X(^)-   (I)     P^--'^^^^^'^l' 
où  l'on  a  posé 

(ab  +  ac+bd  —  ab^c)  — —  {cd  +  ac  +  bd  —  bc  d) 

p  =  e  ^  =  e      ^ 

Ce  sont  les  formules  mêmes  de  M.  Hermite,  tandis  que  le  Ta- 
bleau (XLVI2)  est  celui  de  M.  Schlâfli. 


VI.  —  Détermination,  en  fonction  des  coefficients  de  la  transfor- 
mation linéaire  des  fonctions  ^,  des  racines  huitièmes  de  l'unité 
qui  figurent  dans  ces  formules  de  transformation. 

216.  Nous  avons  vu  (n°  149)  que  toute  substitution  linéaire  à 
coefficients  entiers  et  à  déterminant  +  i  peut  être  obtenue  par 
répétition  et  combinaison  des  deux  substitutions 


I     o 
I     I 


o         I 
—  I      o 


et  de  leurs  inverses. 

En  suivant  la  marche  indiquée  au  n°  150,  il  est  d'ailleurs  facile, 
chaque  fois  que  les  coefficients  de  la  substitution  linéaire  ont  des 
valeurs  numériques  données,  d'effectuer  la  décomposition  de  cette 
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substitution  en  substitutions 


■     o  „        , 

11/         V  — I     o 


et  en  substitutions  inverses.  Une  fois  celte  décomposition 
effectuée,  on  n'a  plus  qu'à  appliquer,  dans  un  ordre  déterminé, 
les  formules  de  transformation  du  paragraphe  précédent  pour 
obtenir,  dans  le  cas  particulier  considéré,  les  formules  de  transfor- 
mation linéaire  des  fonctions  2r  et,  par  suite,  les  racines  huitièmes 
de  l'unité  £,  s',  e",  e'". 

Mais  on  peut  chercher  à  s'affranchir  de  cette  décomposition 
préalable  de  la  substitution  linéaire  donnée.  A  cet  effet,  nous 
établirons,  en  nous  plaçant  avec  M.  Dedekind  (')  au  point  de  vue 
de  la  fonction  h(T),  des  formules  qui  donnent  explicitement  s, 
et,  par  suite  s',  s.",  t'",  en  fonction  des  coefficients  entiers  a,  b,  c,  d 
de  la  transformation  linéaire 

-+-  dz 


217.  Si  l'on  prend  les  dérivées,  par  rapporta  ç,  des  deux  mem- 
bres de  l'égalité  (XLÏI,)  et  que  l'on  pose  ensuite  p  =  o,  il  vient 

(a)  z^a-^b^y^  (o|t)=  L^  S' (o  |  t). 

a  -h  bz 

En  tenant  compte  de  la  relation 

Sr'j  (o)  =  2  7rh3('c) 

et  en  extrayant  les  racines  cubiques  dans  les  deux  membres  de  l'é- 
galité (a),  on  obtient  immédiatement  l'égalité 

(P)  h(T)  =  z^^a-^bzh(z), 

1 
où  £*  est  une  racine  vingt-quatrième  de  l'unité  que  nous  allons  dé- 
terminer en  fonction  de  a,  b,  c,  d. 


(')  Riemann's  Werke,  2"  édition,  Nachlass  XXVII,  2.  Fragmente  iiber  die 
Grenzfàlle  der  elliptischen  Modulfunctionen. 
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Dans  le  cas  où  b  est  nul,  cette  détermination  est  immédiate. 
En  effet,  l'égalité  ad — bc  =  i  exige  alors  que  l'on  ai  t,  soit  a  =  d=i^ 
soit  a  =  d  =  —  I  et  l'on  peut  se  limiter  à  la  première  alternative, 
puisque  t  ne  change  pas  quand  on  change  le  signe  des  quatre 
nombres  a,  b,  c,  d.  On  a  alors 


et,  par  suite,  (XLV|),  d'après  la  formule 

c 

h(T4-C)=i^h(T). 

218.  Nous  supposerons  dans  la  suite  b  différent  de  zéro  : 
a  +  6t  n'est  alors  jamais  réel. 

La  constante  e^  n'est  susceptible  que  de  vingt-quatre  valeurs; 
elle  ne  dépendra  donc  pas  de  t  si  l'on  a  défini  \^a  -+-  b'z  comme 
une  fonction  univoque  et  continue  de  t  pour  les  valeurs  de  t  re- 
présentées par  des  points  situés  au-dessus  de  l'axe  des  quantités 
réelles,  valeurs  qui  sont  les  seules  que  nous  ayons  à  considérer  ici. 

A  cet  effet  on  pourrait,  puisque  a  +  bz  est  toujours  un  nombre 
imaginaire,  prendre  comme  argument  de  «  +  6t  un  angle  diffé- 
rent de  zéro,  compris  entre  —  tt  et  +  -,  et  pour  ^'a  +  b'z  la  va- 
leur imaginaire  correspondante,  dont  l'argument  est  compris  entre 

^  et  H-  -  >  en  sorte  que  la  partie  réelle  de  y/a  -\-bz  soit  positive. 

Mais  il  y  a  avantage  à  substituer  à  y/a  +  b-z  une  quantité  qui  ne 
change  pas,  non  plus  que  t,  quand  on  remplace  a,  b,  c,  d  par 
—  a,  —  b,  —  c,  — d  :  à  la  place  dey/a  +  ^Ton  mettra  y/ —  (a  -+-  bi)'- 
qui  n'en  peut  différer  que  par  un  facteur  égal  à  une  racine  hui- 
tième de  l'unité,  puisque  les  valeurs  absolues  de  sJa-^-b-z  et  de 
y  —  (a  -i-  6x)^  sont  égales  et  que  les  arguments  de  ces  quantités  ne 
peuvent  différer  que  par  un  multiple  de  -  •  Cette  racine  huitième 

de  l'unité,  multipliée  par  s^,  reproduit  une  racine  vingt-quatrième 
de  l'unité.  Quant  à  y/ — (a-}-6':)2,  elle  sera  définie  comme  il 
suit  :  —  (a  -h  b'zY  n'est  jamais  un  nombre  négatif,  puisque  le 
carré  d'un  nombre  imaginaire  a-Arbi  ne  peut  être  un  nombre 
positif;  dès  lors  on  peut  prendre  comme  argument  de  —  (a  -t-  6t)^ 
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un  angle  compris  entre  — tc  et  +7c,  et  pour^ —  (a  +  bx)^  la  valeur 
correspondante ,  dont  l'argument  est  compris  entre  —  j  et  +  -  • 

Entre  les  deux  fonctions  ^ — («-{-^t)^  et  \/a  H- 6t,  précé- 
demment définies,  on  a  les  relations 

_  tu 

y/—  (a-h  bx)^=  e'^  *  /a  +  bx, 

où  il  faut  prendre  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur  suivant 
que  b  est  positif  ou  négatif.  En  effet,  si  b  est  positif,  l'argument 
de  a  H-  6t  peut  être  regardé  comme  compris  entre  o  et  tz,  puisque 
le  coefficient  de  i  dans  a  -i-  b'z  est  positif;  l'argument  de  la  quan- 
tité y/a +6t,  définie  comme  précédemment,  sera  donc  compris 

entre  o  et  -,  et  l'argument  de  e    *  \^a-\-bx  sera  bien  compris 

entre  —  -  et  -h  -;  ?  comme  celui  de  (/ —  (a  -+-  bi)'^ .  Le  raisonne- 
4  4 

ment  est  le  même  quand  b  est  négatif. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  fonction  y/ —  (a  +  bz)'^  définie,  comme 
nous  venons  de  le  faire,  est  univoqvie  et  continue  pour  les  valeurs 
de  T  représentées  par  des  points  situés  au-dessus  de  l'axe  des 
quantités  réelles,  et,  si  l'on  écrit,  au  lieu  de  l'égalité  ([3),  l'égalité 

(Y)  h(T)  =  £,t/-(a  +  6T)2h(T), 

où  El  est  une  racine  vingt-quatrième  de  l'unité,  il  est  évident,  par 
le  raisonnement  du  n**  181,  que  £<  ne  peut  dépendre  de  t;  en  sorte 
que  l'on  peut  remplacer  la  formule  (y)  par  celle-ci  : 

NTtf         

(8)  h(T)  =  el2      V/—  («+6T)2h(T), 

N  étant  un  nombre  entier  indépendant  de  x  qui,  lorsqu'on  se  donne 
a,  6,  c,  d,  n'est  d'ailleurs  déterminé  par  cette  formule  qu'à  un 
multiple  près  de  i\.  Nous  allons  donner  de  ce  nombre  N  une  dé- 
finition précise. 

219.  On  tire  de  l'égalité  précédente 

logh(T)  =  N— ^  -f-  -log[ — {a  -\-  bxY]  +  \o^\i{x)  -h  ikTzi, 
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k  étant  un  nombre  entier  qui  dépend  des  déterminations  choisies 
pour  les  logarithmes.  On  peut  faire  rentrer  k  dans  N,  ce  qui  ne 
modifie  N  que  d'un  multiple  de  24,  et  adopter  pour  les  logarithmes 
des  déterminations  précises:  alors  N  sera  entièrement  déterminé. 

Nous  avons  choisi  l'argument  de   —  («  +  b'Y  compris  entre 

—  TC  et  +Tt;;  il  est  naturel  d'adopter  pour  log[ — («  +  ^7)-]  la 
détermination  correspondante,  c'est-à-dire  la  détermination  prin- 
cipale, celle  pour  laquelle  le  coefficient  de  /  est  compris  entre 

—  7C  et  +71.  D'autre  part,  la  définition  de  h(':) 


h(T)  =  e'^  J][(,-^2«) 


1 


donne,  en  choisissant  convenablement  les  déterminations  des  loga- 
rithmes, 

«  =  00 

lOgh(T)  =  :^  -+-  log  JJ  (I  -  5r2«). 

n  =  1 

Mais  il  est  aisé  de  voir  que  l'une  des  déterminations  du  logarithme 
qui  figure  au  second  membre  est  la  somme  de  la  série  conver- 
gente (  '  ) 


2: 


n  —  l 


l0g(,_gr2'î), 


OÙ  le  logarithme  a  sa  détermination  principale. 

Pour  éviter  toute  ambiguïté,  nous  poserons,  en  conservant  tou- 
jours cette  signification  à  log(i  —  (J'")-) 

(e)  lh(T)  =  ^4-2log(i-5-2«) 


(')  C'est  là  une  propriété  générale  que  l'on  a  négligé  de  signaler  dans  l'Intro- 
duction et  que  nous  rappelons  rapidement  ici. 
Observons  d'abord  que,  si  x  est  un  nombre  imaginaire  dont  la  valeur  absolue 

est  moindre  que  un,  l'argument  de  H-a:  peut  être  supposé  compris  entre 

et  ->  en  sorte  que  la   détermination  principale   du  logarithme  de  i  +  x  a   le 
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lh(T)  est  alors  une  des  déterminalions  de  logh(T);  c'est  une  fonc- 
tion univoque  et  continue  de  t  pour  les  points  t  situés  au-dessus 

coefflcient  de  sa  partie  imaginaire  compris  entre et  H :  log(i4-a;)  est 

ainsi  défini,  sous  la  condition  |  a;  |  <  i  comme  une  fonction  univoque  et  continue 
de  X',  cette  fonction  coïncide  avec  la  somme  de  la  série 

X        X'        x"^ 
I         2  3        '  ■  '' 

puisque  la  coïncidence  a  lieu  pour  x  =■  o.  Ceci  posé,  soit 

n  =  i 

un  produit  infini  absolument  convergent  dans  lequel  on  suppose  que  tous  les 
termes  m„  aient  leur  valeur  absolue  moindre  que  un.  En  désignant  par  v^  la  dé- 
termination principale  du  logarithme  de  n-  w„,  on  aura 

"         I            2            3 
Cette  série  reste  convergente  quand  on  y  remplace  tous  les  termes  — ^ , 2  , 

12 

^)  •  •  •  par  leurs  valeurs  absolues;  elle  a  alors  pour  somme 

V„  =  -log(i-lMj), 
le  logarithme  ayant  ici  la  signification  élémentaire. 
D'ailleurs,  la  série  à  termes  positifs 

n  =  l 

est  convergente  à  cause  de  la  convergence  du  produit  infini 

n  =  00 

n  =  l 
Il  en  résulte  (n»  38)  que  la  série 

n  =  «  «=:» 

n  —  l  n  =  l 

dans  laquelle  le  logarithme  a  sa  détermination  principale,  est  convergente  :  sa 
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de  l'axe  des  quantités  réelles.  Nous  aurons  de  même 

/2=:oo 

(0  lh(T)  =  I^-i-2'°S(i-Q''"), 

en  supposant 

Q  =  e^^', 

et,  finalement,  nous  écrirons 

(71)  \h{i')  =  N—  ^  j\os[—  {a  -+-  bzy]  -h  lh{-z). 

12         4 

Le  nombre  entier  N  est  complètement  déterminé  par  cette  éga- 
lité, ainsi  qu'il  résulte  toujours  du  raisonnement  du  n°  181 ,  puisque 
les  fonctions 


Ih 


(T)  =  lh(^-^),     log[-{a+b^y],     lh(x) 


sont  univoques  et  continues  pour  les  valeurs  considérées  de  t. 
C'est  la  détermination  de  ce  nombre  précis,  au  mojen  de  a,  b, 
c,  d  qui  va  désormais  nous  occuper  :  l'égalité  précédente  met  en 
évidence  que  sa  valeur  ne  change  pas  quand  on  remplace  a,  b, 
c,  d  par  —  a,  —  6,  —  c,  —  d. 

220.  Tout  d'abord,  nous  allons  substituer  à  la  recherche  de  N 


valeur  est  maaifestement  une  des  déterminations  de 

log  JJ(i  +  i<,.); 

n  =  l 

il  en  résulte  aussi  que  la  série  à  double  entrée 


!:<-)-?■ 


où  n  et/7  doivent  prendre  les  valeurs  i,  2,  3,  ...,  est  absolument  convergente  et 
peut  être  ordonnée  comme  l'on  veut.  Dans  le  cas  du  texte,  où  l'on  a  ]  ^f  |  <i,  on 
trouve  ainsi,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  entières  de  q, 

n  =  a>  n  =  00 

-2]  log(i  -  ç»»)  =^  a„g"; 

n=l  n=\ 

où  a„  est  la  somme  des  inverses  des  diviseurs  du  nombre  n. 
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la  recherche  d'un  autre  nombre  entier  qui  ne  dépend  plus  que  de 
a,  b. 

Dans  le  cas  où  <2  et  6  sont  différents  de  zéro,  on  doit  toujours 
supposer  a  eX,  b  premiers  entre  eux,  puisque  ad — bc  est  égal 
à  un. 

Regardons  «,  b  comme  des  données;  c,  o?  doivent  alors  former 
une  solution  .r  =  c,  y  ^^  d  àe  l'équation  indéterminée 

ay  —  bx  =  i 

et  comme  a,  b  sont  premiers  entre  eux,  toute  autre  solution  sera 
donnée  par  les  formules 

c'  =  c  ■+■  ma,        d  —  d  -\-  mb 
où  m  est  un  entier  quelconque.  Soit  d'ailleurs 

,      c'^d'x 
T  =  -, —  =-x  -\-  m, 

et  IS'  le  nombre  qui  dépend  de  <2,  Z»,  c',  dJ  comme  N  dépend  de  a, 
6,  c,  d\  nous  aurons 

Ih(T')  =  ]N'^ -i- |log[— (a4-6x)2] -hlhT. 

D'ailleurs 

lh(T  )  =lh(T-rm)  =  '- H  >   log(i  — q2«); 

à  la  vérité,  on  aurait  dû,  dans  cette  égalité,  remplacer  q  =  e^'^'  par 

mais  cette  substitution  ne  peut  que  changer  q  en  —  q  et,  comme 
on  ne  voit  figurer  que  des  puissances  paires  de  q,  elle  est  inutile. 
On  a  donc 

Ih(T')  =  lh(T) -I- w^ — , 
12 

et,  par  suite,  en  comparant  les  valeurs  de  lh(T)  et  Ih(T'), 

N  4-  m  =  N', 


ou  encore 


0  b 
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Le  nombre  N  —  j  reste  donc  le  même  quand  on  substitue  à  c, 
d,  n'importe  quelle  solution  de  l'équation  indéterminée 

a  y  —  bx  =  i; 

en  d'autres  termes,  il  ne  dépend  que  de  a,  b;  il  en  est  de  même 
du  nombre  entier  bN  —  d  el  da  nombre  entier 

b^  —  a  —  d; 

c'est  ce  dernier  nombre  que  nous  allons  chercher  à  déterminer; 
une  fois  qu'il  sera  connu,  N  sera  aussi  connu. 
Nous  poserons  ('  ) 

(0)  6N  — a  — ^=  [a,  ^<]; 

et  l'équation  (r, )  qui  définit  N  sera  remplacée  par  l'équation 

(y.)         Ih    — — j-     =  *— !— ' — 7rt+  -log[— (a  -hbzy]+lhx, 

qui  définit  le  nombre  [a,  6]  quand  a  el  b  sont  différents  de  zéro. 
Dans  le  cas  où  a  est  égal  à  zéro,  nous  poserons  encore 

bN  —  d=[o,b], 

en  sorte  que  l'équation  (x)  subsiste  5  nous  prouverons  d'ailleurs 
dans  un  instant  que  [o,  b]  est  nul,  et  par  conséquent  indépendant 
dé  d,  ce  que  la  définition  précédente  ne  montre  pas  tout  d'abord. 
Le  nombre  [a,  b]  est  donc  défini  par  l'équation  (x)  pour  tout 
entier  b  différent  de  zéro  et  pour  tout  entier  a.  Le  symbole  [a,  b] 
n'aurait  aucun  sens  si  nous  y  supposions  6  =  0. 

221.  L'égalité  (x),  en  y  changeant  a,  6,  c,  d  en  —  a,  —  b,  —  c, 
—  d,  montre  de  suite  que  l'on  a,  pour  tout  entier  b  différent  de 
zéro  et  pour  tout  entiera, 

(1)  [_a,-6]=-[a,6]. 

D'autres  propriétés  du  symbole  [a,  b]  vont  s'obtenir  en  faisant 
diverses  substitutions  dans  la  même  égalité. 

C)  L'introduction  du  symbole  [a,  b]  et  les  démonstrations  de  ses  propriétés 
qui  suivent,  n°"  221-227,  sont  dues  à  M.  Dedekind. 

T.  et  M.  —  II.  n 
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En  supposant 

T  =   (i.  -h  V  i, 

OÙ  [Ji  et  V  sont  des  nombres  réels  dont  le  second  est  positif,  faisons 

Ti  —  [X  -+-  V  J. 

Les  deux  points  t,  -|  sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des 
quantités  purement  imaginaires.  Les  nombres  x,  — x,  sont  con- 
jugués; il  en  est  de  même  des  nombres  ii,  iX),  et,  par  suite,  des 
nombres 

q  —  eTTOj  q'=  e'^iTO; 

ainsi  les  deux  fonctions 

n  =  »  n  —  00 

h(T)  =  ^T2  JJ(l_g,2«),  h(TO  =  '/'l'^JJ(l  -'/''") 

n  =  1  n  = 1 

sont  imaginaires  conjuguées.  ♦ 

Si  l'on  pose 

—  c  -f-  dzi 

Ti=  j 5 

îl  est  clair  que  les  deux  points  t  et  ti  sont  dans  la  même  situation 
relative  que  x  et  x, ,  puisque 

c -h  dz  c -\- d( — Ti) 

a  +  b-z  a-+-  b{—  ii  ) 

sont  des  nombres  imaginaires  conjugués  ;  les  deux  fonctions  h(T), 
Ji(t,)  sont  donc  aussi  imaginaires  conjuguées. 

Comme  les  coefficients  a,  —  b,  —  c,  d  de  la  transformation 

—  c  -h  dzi 
a  —  6ti 

vérifient  la  relation  ad  —  ( —  b)  ( —  c)  =  i,  et  que  les  points  x, 
et  T,  sont  au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles,  on  peut  appli- 
quer la  relation  (x)  en  y  remplaçant  x  et  t  respectivement  par  x» 
et  T,,  et  simultanément  a,  b,  c,  d  par  a,  —  b^' — c,  d.  On  aura 
ainsi 

<X)      lh(Ti)=  ^^ — ^:^ TrH-7log[-(a-6xi)2]-^lhTi. 
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Mais  les  valeurs  principales  des  logarithmes  de  deux  quantités 
imaginaires  conjuguées  sont  elles-mêmes  des  quantités  imagi- 
naires conjuguées  :  telles  sont  donc  les  fonctions 

ilog[-(a  +  6T)2]     et     Llog[-(a-\-bziy], 

log(i  — 5r2«)     et    log(i  — 5''2«), 
Ih('u)     et     lh(':i),         lh(T)     et     Ih(Ti). 

En  se  reportant  aux  équations  (x),  Çk),  on  en  conclut 

(2)  [a,-b]  =  [a,b]. 
Cette  égalité  jointe  à  l'égalité  (i) 

[—a,—b]  =—[a,b] 
donne,  pour  tout  entier  b  différent  de  zéro  et  pour  tout  entier  a, 

(3)  [-a,b]=-[a,b], 
d'où,  en  particulier,  pour  a  =  o, 

(4)  ^  [o,  b]  =  o. 

Ces  égalités  montrent  que,  pour  le  calcul  du  nombre  [a,  b],  on 
pourra  se  borner  au  cas  où  a  et  6  sont  positifs. 

222.  Changeons  maintenant,  dans  l'égalité (x),t  en  t  H- 1 .  Comme, 
d'après  la  formule  (e),  on  a 

nz=oo 

ih(.+T)==(i±il:ii4-2iog[i-(-^)^-]  =  ih(x)  +  ^', 

n  =  1 

on  pourra  écrire 

,,  rc-+-c?(T-4-i)"|       [a,b]-ha-hd     .      ,,      r     /         ,       ,   s»-,      ,,  ~« 

mais  on  a  aussi,  en  remplaçant  dans  la  formule  (x)  les  nombres 
a,  b,  c,  d  par  a-{-  b,  b,  c  -\-  d^d^  ce  qui  est  permis  puisque 
{a-\-b)d  —  (c  +  d)b  est  égal  à  i. 


Ih 


V c -\- d -+■  dz\       [a-^b.b]->ra-\-b-hd     .      ,,      ,     ,         ,       ,    s  ,      .. 
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on  en  conclut 

[a  -\-  b,  b]  =  [a,  b], 

et  il  en  résulte  par  répétition,  en  désignant  par  n  un  entier  quel- 
conque, 

(5)  [a -h  nb,  b]  =  [a,  b]. 

Ainsi  les  deux  nombres  [a,  ^],  [a',  6]  sont  égaux  si  l'on  a 

a'^  a        (mod.  b). 

223.   Changeons  aussi,  dans  l'égalité  (x),  t  en :  il  viendra 


Ih 


[^im-^'^'^'^^^^^^-H'i'-ïïhH-^} 


D'autre  part,  en  remplaçant  dans  la  même  égalité  (x)  les  nom- 
bres «,  b,  c,  d  par  les  nombres  —  Z>,  a,  —  d^  c,  on  aura 

11      r d-+-Cl'\  \ b,a]  —  b-+-C        .  l    i         r         /  z.  son  n    /     x 

Ih        j =^ '—^ TTH-    _log[—  (—  è  +  «T)2]  +  lh(T), 

et  la  comparaison  de  ces  deux  expressions  de  Ih  j  —-y va 

nous  fournir  une  nouvelle  propriété  du  symbole  [«,  ^]. 
On  a  établi  (n"  18o)  la  relation 

qui  équivaut  à  la  relation 

comme  on  s'en  assure  immédiatement  en  supposant  a  =  o,  b=  i 
dans  la  formule 

V— (a  +  6T)2  =  e~~  \/a  +  bz 
établie  au  n°  218  pour  un  entier  positif  quelconque  b. 

On  en  conclut,  puisque  ]h(T)  est  l'une  des  déterminations  de 

logh(T), 
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k  étant  un  nombre  entier  qui,  toujours  en  vertu  du  raisonnement 
fait  au  n°  181,  ne  peut  dépendre  de  tt,  puisque  les  trois  fonctions 


Ih(-l),     log(-T2),     lh(x), 


sont  univoques  et  continues  pour  les  valeurs  de  t  représentées  par 
des  points  situés  au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles  ;  d'ailleurs, 
pour  T  =r  /,  on  a  évidemment  A"  =  o  ;  donc,  on  a  dans  tous  les  cas 

et,  par  suite, 

(  [^,^>i^^^^+^^-_[-^^]--^'+^,-^^i,gr_l^^_|yj 

14  4 

224.  Supposons  maintenant  a>»o,  6>>  o  et  faisons  la  remarque 
préliminaire  que  voici  :  Si  x  est  représenté  par  un  point  situé  au- 
dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles,  on  pourra  prendre  pour  l'ar- 
gument ^  de  X  un  angle  compris  entre  o  et  tt;  l'un  des  arguments 
de  — x^  sera  2^— tt,  et  cet  argument  est  compris  entre  — tz 
et  +7t;  par  suite,  le  coefficient  de  i  dans  log( — x^)  sera  précisé- 
ment 2^ — 71,  en  désignant  par  log( — x-)  la  détermination  prin- 
cipale du  logarithme. 

Soient  donc  X,   [jl,  v  les  arguments,  compris  entre  o  et  -  des 

nombres  t,  «t  —  6,  a qui  tous  ont  pour  coefficient  de  i  un 

nombre  positif.  Observons  que  l'on  a  jx  >>  X  :  en  effet,  pour  con- 
struire le  point  a-: — •  6,  on  peut  construire  d'abord  le  point  ai 
qui  se  trouve  sur  la  même  direction, 'partant  de  l'origine,  que 
le  point  T,  puis  avancer  ce  point,  sur  une  parallèle  à  l'axe  des 
quantités  réelles,  dans  le  sens  des  quantités  négatives,  d'une 
longueur  égale  à  b  :  dans  ce  dernier  mouvement,'il  est  clair  que  la 
direction  qui  va  de  l'origine  au  point  mobile  tourne  dans  le  sens 
des  rotations  positives.  Puisque  l'angle  ;j.  —  X  est  positif,  inférieur 
à  71  et  que  cet  angle  est  une  des  déterminations  de  l'argument  de 

— - — )  il  ne  peut  différer  de  v.  Il  résulte  de  là  que  le  coefficient 
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de  /  dans 

Iog[-(«-  -y]-Hlog(-T2)-log[-(aT-è)2] 
est 

2V  —  Tt  +  sX  —  TT  — (î'fX  — 7C)  =  —  TT. 

Dès  lors  l'égalité  (pi)  conduit  à  la  relation 

[a,  b]-h  a-h  d       [—  b,  a]—  b  -{- c 
o  a 

qui,  en  remplaçant  [ —  b,a]  par  — [b,  a],  donne 

a[a,b]-^  b[b,  a]^  a^-h  b^-hi  —  3ab  =0. 

Cette  relation  suppose  a,  b  positifs  ;  mais  il  est  aisé  de  voir,  en  fai- 
sant usage  des  relations  (i),  (2),  (3),  que  l'on  a,  dans  tous  les  cas 
où  a  el  b  sont  différents  de  zéro, 

(6)  a[a,  b]-h  b[b,a]-h  a^-\-  b^-hi  —  3ab  sgnab  =  o, 

en  désignant  en  général  par  sgnA,  où  a  est  un  nombre  réel  quel- 
conque différent  de  zéro,  l'unité  affectée  du  signe  -h  ou  du  signe  — 
suivant  que  a  est  positif  ou  négatif. 

225.  Cette  relation  (6),  jointe  à  la  relation  (5) 

a  -+-  nb,  b]  =  [a,  b], 

permet,  dans  le  cas  où  a  n'est  pas  nul,  de  ramener  le  calcul  du 
nombre  [a,  b]  défini  par  l'égalité  (x)  au  cas  où  le  nombre  a  est 
égal  à  dzi.  En  effet,  la  dernière  relation  montre  que  l'on  peut 
toujours  remplacer  a  par  le  reste  de  la  division  de  a  par  b,  en 
d'autres  termes  supposer  |a  |  <<  |  Z>  |;  cela  fait,  la  relation  (6)  ra- 
mène le  calcul  de  [«,  è]  à  celui  de  [b,  a];  on  remplacera  encore  b 
par  le  reste  de  la  division  de  b  par  a,  etc.  Les  nombres  que  l'on 
substitue  successivement  k  a,  b  sont  les  nombres  mêmes  que  l'on 
trouve  comme  restes  dans  l'opération  du  plus  grand  commun  di- 
viseur; puisque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  deux  restes  consé- 
cutifs sont  toujours  premiers  entre  eux  et  le  dernier  reste  est  zbi, 
en  sorte  qu'on  est  ramené  à  calculer  [±:  1,  a]. 
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').  Le  calcul  des  nombres  [i ,  «],  [ —  i ,  «],  où  a  est  un  entier 
différent  de  zéro,  n'offre  aucune  difficulté. 

La  relation  (6)  donne  en  effet,  en  y  supposant  6=1, 

a[a,  i]-^[i,  a]-{- a'^-\- 1  —  3asgna  =  o; 

comme,  d'après  les  relations  (5)  et  (4),  on  a 

[a,  i]  =  [o,  i]  =0, 
on  peut  écrire 

(7)  [i,  a]=  3  a  sgna  —  a^  —  2  =  — (a  —  sgn  a){a  —  asgna). 

On  déduit  d'ailleurs  immédiatement  de  la  relation  (3)  que  l'on  a 

[—  i,a|=  — [i,  a]. 

Dans  tous  les  cas,  la  recherche  du  nombre  [<7,  ^]  est  ainsi  rame- 
née à  des  opérations  purement  arithmétiques. 

Il  serait  aisé  de  démontrer  que  ce  nombre  est  toujours  pair  : 
nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette  propriété  dont  nous  n'aurons 
pas  besoin. 

227.  Nous  calculerons  encore    a,  2]  et    2,  a]. 

On  doit  nécessairement  supposer  a  impair;  en  ajoutant  à  a  un 
nombre  convenable  de  fois  2,  on  ramènera  a  à  être  égal  à  l'unité; 
mais  la  formule  (7)  montre  que  [1,2]  est  nul;  on  en  conclut 

(8)  [«,2]=[l,2]=0. 

On  a  ensuite 

a[a,  2]-T-2[2,a]-Ha2-f-5  —  6  a  sgna  =  o, 

d'où 

.    ,  ri  a--h5  —  6asgna 

(9)  [2,aJ  =  -— ^—' 

228.  Notre  but  est  de  ramener  le  calcul  du  symbole  [«,  b]  à 
celui  d'une  autre  expression  qui  joue  un  rôle  considérable  en 
Arithmétique  et  que  l'on  désigne  par  le  sj'mbole 
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introduit  par  Legendre  et  généralisé  par  Jacobi  :  c'est  M.  Hermite 
qui  a  montré  (')  le  rôle  de  ce  symbole  dans  la  théorie  qui  nous 
occupe,  rôle  que  Jacobi  avait  d'ailleurs  soupçonné  (^). 

Ce  symbole  peut  être  défini  dans  le  cas  où  les  nombres  «,  b  sont 
des  entiers  impairs  premiers  entre  eux  dont  l'un  au  moins  est  po- 
sitif, par  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Si  <2  est  positif,  on  a 


2,"  La  congruence 

a^=  o!        (mode), 

où  a!  est  comme  a  un  nombre  impair  et  b  un  nombre  positif,  en- 
traîne 

'  a\       [a' 
"h, 

3"  On  a,  en  supposant  que  l'un  au  moins  des  deux  nombres  a 
et  b  est  positif, 

(-:)a)=<-)"^ 

4°  On  a  enfin,  en  supposant  «  >>  o, 

La  propriété  3°  est  ce  que  l'on  appelle  la  loi  de  réciprocité. 

229.  L'existence,  pour  chaque  couple  de  deux  nombres  impairs 
rt,  è,  premiers  entre  euxet  qui  ne  sont  pas  négatifs  en  même  temps, 

d'une  fonction  numérique  \t]  qui  jouisse  des  propriétés  précé- 
dentes résulte  en  Arithmétique  de  la  signification  du  symbole  (  t  ) 

dans  la  théorie  des  restes  quadratiques  comme  aussi  de  diverses 
expressions  analytiques  que  l'on  en  peut  donner.  Nous  n'avons  pas 
à  y  recourir,  car  cette  existence  nous  sera  assurée  par  la  question 

(')  Journal  de  Liouville,  2"  série,  t.  III,  p.  26. 
(')  Werke,  t.  III,     .189. 
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même  qui  nous  occupe  :  nous  avons  seulement  à  observer  que, 
si  l'on  admet  cette  existence,  les  propriétés  i",  2°,  3",  4°  per- 
mettront de  calculer  le  nombre  (  r  )  toutes  les  fois  que  les  nombres 
«,  b  seront  donnés. 

En  effet,  la  propriété  1°  permet  de  supposer  toujours  que  le  dé- 
nominateur du  symbole  est  positif.  Si  maintenant  a  est  plus  grand 
en  valeur  absolue  que  è,  on  déterminera  le  nombre  entier  n  par 

les  conditions 

1  nb  <i  a  <C  1  nb  -^  ib , 

et  l'on  remplacera  a  par  celui  des  deux  nombres  a  —  inb, 
a  —  inb —  ib  qui  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que  b]  soit  «, 
le  nombre  choisi,  qui  est  évidemment  impair  et  premier  à  6;  on 
aura  à  cause  de  (2), 


Si  a^  se  trouve  être  égal  à  ~b  i ,  la  propriété  4"  donne  la  valeur 
du  symbole  (t  );  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  ramènera  le  calcul  de 

(  -^  j  au  calcul  de  (  —  )  par  la  formule 


g,— 1    b—l 


b  )  l  b_ 

«1 


qui  résulte  de  3°;  on  traitera  (  —  j  comme  on  a  fait  pour  (  r  )>  et 

comme,  en  continuant  ainsi,  les  termes  des  symboles  successifs 
sont  des  nombres  entiers  de  plus  en  plus  petits  en  valeur  ab- 
solue, on  finira  toujours  par  être  ramené  à  calculer  un  symbole 

de  la  forme  /  =^  j  à  dénominateur  impair  positif,  symbole  dont  la 

valeur  -1-  i  ou  —  i  sera  donnée  par  la  propriété  4°' 

Dans  cette  suite   d'opérations,    chaque  symbole  \-r\  est  égal 

à  celui  qui  le  suit,  ou  à  son  inverse,  multiplié  par  ±  i .  Comme 

le  dernier  symbole  (  ^=-  )  est  égal  à  dr  i ,  il  en  est  de  même  de  tous 

qui  le  précèdent  et  du  symbole  {j\  lui-même. 


ceux 


230.   Observons  que  le  même  raisonnement  et  les  mêmes  con- 
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clusions  subsisteraient  si,  en  conservant  les  propriétés  2°,  3°,  4°) 
on  remplaçait  la  première  propriété  par  la  suivante 

a\  I    a 

le  symbole  (j\  ainsi  défini  serait  encore  égal  à  ±:  i  et  par  consé- 
quent serait  exactement  le  même  que  le  précédent. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas  la  loi  de  réciprocité  peut  être  remplacée 
par  la  formule  suivante 


i)=(rH- 


■1   b  —  \ 


Enfin  nous  aurons  encore  besoin  de  la  définition  du  symbole  (  j 

quand  a  est  pair;  h  est  alors  nécessairement  impair,  si  l'on  veut 
que  les  nombres  «,  h  soient  premiers  entre  eux.  Nous  convien- 
drons alors  de  prendre 

n  étant  un  nombre  entier  impair  tel  que  des  deux  nombres  im- 
pairs a  +  nb  et  b  l'un  au  moins  soit  positif;  la  définition  est 

évidemment  indépendante  du  nombre  n  et  le  symbole  (  ^  "^  j 
se  calculera  par  la  règle  précédemment  exposée. 

231 .  Après  cette  digression  sur  les  seules  propriétés  du  symbole 
ij\  dont  nous  ayons  besoin  pour  le  moment,  rappelons  que,  dans 

l'expression  (o)  de  h(T),  c'est  la  quantité  e   *^  qui  figure.  D  après 

71  i 

la  relation  ((J),  cette  quantité  est  égale  a  e  ^  .  Les  pro- 

priétés (i) .  . .  (y)  du  symbole  [«,  6]  amènent  à  rechercher  quelle 
est  sur  cette  expression,  l'influence  de  l'interversion  des  lettres  a, 
b,  à  laquelle  il  faut  faire  correspondre  le  changement  de  c,  d  en 
—  d,  —  c  de  manière  à  vérifier  l'égalité 

b{ —  c) —  a{ —  d)=  I. 

Soit  donc 

^,^  b  —  c-^\b,a] 
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on  aura 

,_  a[a,b]-hb[b,a]-h-a^-hb^-\-ad—bc 
~  ab 

et,  par  conséquent, 

Nlt/  N'TT/  71/  ,     ,  , 

-73-  — rr  —  sgn(rt6) 

en  vertu  de  l'égalité  ad  —  bc  =\  et  de  la  relation  (6),  qui  montre 
que  N  +  N'  est  égal  à  3sgn(rtè). 

232.  On  est  amené  à  chercher  à  modifier,  par  l'adjonction  d'un 
facteur  convenable,  la  racine  vingt-quatrième  de  l'unité  considérée 
de  manière  que  le  produit  qui  remplacera 

N  71  /  N  '  7t  J 

soit  égal  à 

(-0     '     ■ 

1-  11 A  /        1    >      -7-sgn(n6) 

au  lieu  d  être  égal  a  e  * 

Bornons-nous  d'abord  au  cas  où  les  nombres  «,  b  sont  impairs 
et  positifs.  Le  problème  posé  sera  résolu  si  l'on  trouve  une  fonc- 
tion o[a,  b,  c,  d)  qui  représente  toujours  un  nonibre  entier  et 
telle  que  l'on  ait 

^{a,b,  c,  d)-h  o{b,a,  —  d,  —  c)  =  —  3(a  — i)(6  —  i) —  3, 

car  on  aura  alors 

'  N  +  ?  )  7t  t  (N'-+-9'|7tt  — TTl  ^    ^  (fl  — 1)(&  — 1) 

e      1*       xe       1-        =e   ^  =( — i)         * 

[on  a  écrit  cp  etcp'  àla  place  de  o{a,  b,  e,  d),  o  (Z>,  a,  —  d^  —  c)]. 
Or  l'équation  de  condition  peut  s'écrire 

©(a,  b,  c,  d)-[-  ^{b,  a,  —  d^- — c)  =  3(rt  -l-  b  —  2) —  iab-\-  ab{bc  —  ad), 

et  l'on  voit  qu'on  y  satisfait  en  posant 

C5(a,  b,  c,  d)=  3{b  —  i)-f-  ab^c  —  ab  —  ac  —  bd. 

233.  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  considérer  la  fonction  des 
quatre  nombres  a,  b,  c,  d  définie  par  l'égalité 

M  TT  i 

{a,  b,  c,  d)  =  e  ^'^   , 
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OÙ  M  est  un  entier  défini  par  l'équation 

Nous  n'imposons  plus,  pour  le  moment,  aux  nombres  a,  b 
d'autres  conditions  que  d'être  premiers  entre  eux  et  nous  allons, 
dans  cette  hypothèse,  établir  les  propriétés  de  la  fonction 
(âf,  b,  c,  d).  Tout  d'abord,  elle  ne  dépend  que  des  deux  nombres 
a,  b,  car  si  l'on  j  remplace  c,  d  par  c  +  «a,  d  +  nb,  M  est  rem- 
placé, comme  il  est  aisé  de  le  voir,  par 

M-4-n(a2_i)(62_,); 

or  l'un  des  nombres  a,  b  est  impair,  l'un  d'eux  n'est  pas  divisible 
par  3;  il  en  résulte  que  le  produit  [d-  — 1)(^" — i)  est  divisible 
par  24;  l'accroissement  de  M  étant  divisible  par  24,  la  fonction 
(«,  b,  c,  d)  n'est  pas  modifiée  par  la  substitution  à  c,  d  d'une 
solution  quelconque  de  l'équation  indéterminée  ay  —  bx  =  i. 
C'est  ce  que  l'on  avait  annoncé. 

Il  conviendrait  d'après  cela  de  faire  disparaître  c,  c?  du  symbole 
(a,  6,  c,  d)  et  d'écrire  par  exemple  (a,  b)  au  lieu  de  (a,  6,  c,  d). 
Nous  conserverons  cependant  la  notation  (a,  b,  c,  d)  pour  faciliter 
au  lecteur  l'intelligence  des  calculs  qui  suivent.  Il  est  entendu  que 
si,  a,  b  étant  donnés,  on  adopte  pour  c,  d  une  solution  de  l'équa- 
tion indéterminée  précédente,  on  pourrait  tout  aussi  bien  en 
adopter  une  autre. 

234.  Des  calculs  très  faciles  montrent  qu'aux  propriétés  (i  —  9) 
établies  pour  le  symbole  [a,  ^]  correspondent  pour  le  symbole 
(a,  6,  c,  d)  les  suivantes 

{a,  b,  c,  d){a,  —  b,  —  c,  d)  = —  i, 

{a -\- b^  b,  C -^  d,  d)  — e^^  {a,b,c,d). 

{a,  b,  C,  d){b,  a,  —  d,  —  c)  =  e     *  , 

■Ki 

(i,  a,o,  i)  =  e     *  , 

71/ 

-(1-t-sgnrt  — 2n) 

( —  I,  a,  o,  —  i)  =  e      *  , 

a -h  l\  — ^(--flî  +  3  — 2sgna) 

2,  a,i,—-—)  =  e     8 
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235.  La  troisième  de  ces  formules  coïncide  avec  la  loi  de  réci- 
procité relative  au  symbole  (y-j  quand  ab  est  positif  :  nous  nous 
rapprocherons  de  ce  dernier  symbole  en  introduisant  à  la  place  de 
(«,  6,  c,  d)  le  symbole  j  relatif  à  deux  entiers  quelconques  a,  h 
premiers  entre  eux  et  défini  par  l'égalité 

(p)  {a,b,c,d)=  [b\^ 

Aux  propriétés  précédentes  de  la  fonction  numérique  (a,  b,  c,  d) 
correspondent  les  propriétés  suivantes  de  la  fonction  numérique 

\j\y  où  a  et  6  sont  premiers  entre  eux, 

En  écrivant,  en  dernier  lieu,  -  '  on  suppose  naturellement 
que  a  soit  impair.  La  troisième  de  ces  formules  pourrait  être  re- 
gardée comme  la  loi  de  réciprocité  relative  au  symbole     r    • 

236.  Dans  la  seconde  de  ces  formules  figurent  les  nombres  c,  d 
dont  elle  est  indépendante.  En  effet,  si  b  est  impair  ou  s'il  est  divi- 
sible par  8,  le  nombre  6(^^ —  i)  est  évidemment  divisible  par  24  ; 
dans  ces  deux  cas  on  a 


et,  en  général, 


fa-f-  &"|  _  fa"! 


si  a  est  congru  à  «'(mod.  b).  Si  b  est  le  double  d'un  nombre  pair 
sans  être  divisible  par  8,  b(b- —  i)  est  divisible  par  12  et,  comme 
2Ç  -h  d  est  impair,  on  a 
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Enfin,  si  b  est  le  double  d'un  nombre  impair,  comme  on  a 

a{'xc  -]-  d)  =  i  ->r  c{b  -^  ia)^ 

et  que  b  +  2<2  est  divisible  par  4,  on  en  conclut  que  ic  -{-  d  est 
de  la  forme  4^  +  i  ou  de  la  forme  ^n  —  i  suivant  que  a  est  d'une 
forme  ou  de  l'autre.  On  a  donc 


[H^]-\j,y^''""'-[i\ 


i         «       , 


où  il  faut  prendre  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur  suivant 
que  a  est  congru  à  +  i  ou  à  —  i  (mod.  4)- 

Il   résulte  aisément   des   diverses  propriétés  du   symbole     j 

que  ce  symbole  est  toujours  égal  à  l'un  des  quatre  nombres  ±  i, 
±  i.  Il  suffit  de  raisonner  sur  ce  symbole  comme  on  a  fait  au 

n°  229  sur  le  symbole  (  |  j  - 

237.  Dans  le  cas  où  a,  b  sont  des  nombres  impairs  dont  l'un  au 
moins  est  positif,  on  voit  que  l'on  a 

La  dernière  formule  suppose  naturellement  que  a  soit  positif. 
On  en  conclut  que  si  <2,  b  sont  deux  nombres  impairs,  premiers 

entre  eux  et  dont  l'un  au  moins  est  positif,  le  symbole     v     est 

identique  au  symbole  i-r)  de  Legendre,  généralisé  par  Jacobi. 

Lorsque  a  est  pair  et  b  impair,  on  doit  prendre 

où  n  désigne  un  nombre  impair;  mais  alors  a-\-  nb  étant  impair 
et  l'un  des  nombres  a  +  nb,  b  étant  positif,     ^^-^ —     est  iden- 
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tique  à  ( — -, )  en  vertu  des   remarques  antérieures  relatives 

Ml]- 

Le  symbole     j     est  donc  identique  au  symbole  f  r  )  dans  tous 

les  cas  où  ce  dernier  symbole  a  été  défini  :  il  doit  en  être  re- 
gardé comme  la  généralisation. 

238.    Si   l'on   applique   successivement  les  relations   (9),  (v) 
et  (p),  on  a 

---—lS{b  —  l)  +  ab*c  —  ab  —  ac  —  bd] 


e  12    =  e       •-''  =(a,b,c,d)e 

[a~\     —~iZb  +  ab'ic  —  ab  —  ac  —  bd  —  3sgnl>) 
b\' 

En  réunissant  les  résultats  acquis,  on  voit  donc  que  l'on  peut 
mettre  dans  tous  les  cas  la  relation  (3)  sous  la  forme 

/vTir     X        i-/     X  r<^1     -^\3{b-ssnb)  +  ac(b'--l,-b{a-\-d)]i 


l'argument  de  ^ —  (a  +  à-:)'^  étant  compris  entre  —  7  et  +  y  et 
le  symbole  j  étant  défini  par  les  propriétés  ci-dessus  du  n°  237 
qui  permettent  de  le  calculer. 

239.   On  en  déduit  immédiatement  les  valeurs  des  racines  hui- 
tièmes de  l'unité  e,  s',  t",  t'"  qui  figurent  dans  les  formules  (XLII). 
D'après  la  formule  (^),  on  a,  dans  tous  les  cas, 

h{T)  =  z^  s/a-^bzhi-z). 

En  élevant  au  cube  les  deux  membres  de  cette  relation,  puis  rem- 
plaçant h^(T)  par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  (XXiVts),  on  a 
immédiatement 

P      -,  3    ab  +  ac  +  bd — ach^  —  %b 
(XLII5)  '"[fj     ' 

d'où,  par  les  formules  (XLIIy^g)? 


e ,     t  ,     £ 
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Le  problème  posé  au  n"  179  est  donc  résolu. 

240.  On  peut  écrire  la  formule  (XLVis)  d'une  manière  un  peu 
différente  de  façon  à  n'j  faire  figurer  que  le  symbole  de  Legendre- 
Jacobi. 

L'un  des  nombres  a,  6  est  impair  et  comme  l'on  peut  dans 

T  ^  -j—  changer  les  signes  de  «,  b^  c,  d,  on  peut  toujours 

supposer  que  c'est  le  nombre  dont  on  sait  qu'il  est  impair  qui  est 
positif. 

On  distinguera  donc  deux  cas  : 

1°  b  impair  et  positif.  Alors  on  a 

sgn6  =  I, 


ra=a- 


et,  comme  on  l'a  vu  au  n"  218, 

y/— (a -H  6x)2  =  e     4  \/a  -h  bi , 
la  partie  réelle  de  la  racine  carrée  étant  positive. 
Mais,  comme  b  est  positif,  on  a  aussi 


e     '*  \/a  -1-  ÔT  —  y —  i{a  -\-  bz)  , 


si  l'on  entend  par  yj —  i(^a  -\-  bi)  celle  des  deux  déterminations  de 
la  racine  dont  la  partie  réelle  est  positive  :  les  arguments  des  deux 

_  7ti 

quantités   e       \la-[-b'z  et  y/ — i{a-\-  b-),   dont   les   carrés   sont 

égaux,  sont,  en  effet,  tous  deux  compris  entre  —  ^  et  +  j« 

On  a  donc,  dans  ce  premier  cas,  puisque  b- — i   est  divisible 
par  8, 

(XLVie)    h(T)  =  Uji2    e    '2  y_i^a  +  bz)h{x). 

2"  a  impair  et  positif.  En  appliquant  la  loi  de  réciprocité  du 
sjmbole     j     donnée  au  n"  235,  on  a,  puisque  a  est  positif. 


[?]  [^  - 


--.(a-\)(b-l) 

e     * 
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Mais,  puisque  a  est  impair,     -    est  certainement  identique  à  f  -  M 
dont  la  valeur  est  +  i  ou  —  i  ;  on  peut  donc  écrire 

D'ailleurs,  comme  on  l'a  vu  au  n°  218,  on  a  aussi 

4/ sgno     / — 

y' — (a-+-6T)2  =  e     *  i^a-^bx^ 

la  partie  réelle  de  la  racine  carrée  étant  positive.  On  a  donc,  dans 
ce  second  cas, 

h(T)=(-je     *2  V'«+^'h(x). 

Le  coefficient  de  —  —  dans  l'exponentielle  est  égal  à 

3(i  —  a)  -\-  lab  -^  acb^  —  ac  —  bd  —  Z{i  —  a)  -^  ab  ^  a-  bd  —  ac  —  bd: 
on  aura  donc  finalement 

/b\     — -    -  —  [a[b-c)  +  bd(ai  —  l)\    , j— ,    ,     , 

(XLVIe)      h(T)=(-)i^    e    12  Wa^bzh{x). 


Les  formules  (XLVl5_6)  ont  été  données  par  M,  Weber('), 
qui  en  a  présenté  la  démonstration  sous  forme  de  vérification. 

241.   On  peut  aussi  écrire  la  formule  (XLII5)  de  manière  à 

i\y  faire  figurer  que  le  symbole  f  ^  |  de  Legendre-Jacobi;  il  faut 

encore  distinguer  le  cas  où  b  est  impair  et  positif  de  celui  où  a 
est  impair  et  positif.  On  arrive  aisément  aux  résultats  que  voici  : 

i"  Si  6  est  impair  et  positif,  on  a 

(XLIIe)  '=(?)'        '        • 

2"  Si  a  est  impair  et  positif,  on  a 

(  XLIIs)  s  =  (  -  )  i         ^  • 


(')  Elliptische  Functionen,  p.  100. 
T.  et  M.  —  II. 
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Si  l'on  suppose  que  a  el  b  sont  impairs  et  positifs,  ce  qui  ne 
peut  arriver  que  dans  les  cas  3"  et  4"  du  Tableau  (XXg),  les  deux 
formules  coïncident,  comme  il  résvilte  immédiatement  de  la  loi  de 
réciprocité  et  de  la  congruence 

ab  —  ac -^  hd — ia  —  26-i-2==o         (mod.8) 

qui  a  lieu  en  vertu  de  la  relation  ad —  bc  ^=  i,  lorsque  des  quatre 
nombres  entiers  a,  6,  c,  d,  un  seul,  c  ou  d,  est  pair. 

§  VII.  —  Transformation  quadratique  des  fonctions  Thêta. 

242.  Aux  formules  précédentes  qui  concernent  le  cas  où  les 
quatre  entiers  a,  ^,  c,  d  caractérisant  la  transformation  considérée 
sont  liés  par  la  relation  ad —  bc=i,  viennent  s'ajouter,  comme 
dans  l'étude  des  fonctions  du,  d^a,  d'autres  formules  qui  concer- 
nent le  cas  où  le  déterminant  ad —  bc  est  un  entier  quelconque. 
Cet  entier  est  Vordre  de  la  transformation.  Nous  envisagerons 
d'abord  le  cas  où  il  est  égal  à  2. 

Le  raisonnement  du  n"  130  s'applique  aux  fonctions  Sr(ç') 
aussi  bien  qu'aux  fonctions  3'«,  d^a,  avec  cette  restriction  que  les 
systèmes  de  demi-périodes  improprement  équivalents  au  système 
((0),  W3)  sont  exclus  (n°  loi)  pour  les  fonctions  S7((^).  Il  suffit 
donc  de  considérer  la  transformation  d'ordre  2  où  l'on  change  w, 

en  —  sans  changer  (O3,  ce  qui  revient  à  changer  v  en  2^»  et  t  en  2T, 

et  la    transformation    d'ordre   2   où    l'on    change    (O3   en    --  sans 

changer  w,,  ce  qui  revient  à  changer  simplement  t  en  -  •  La  pre- 
mière de  ces  deux  transformations  est  la  transformation  de  Landen, 
la  seconde  est  la  transformation  de  Gauss. 

243.  En  combinant  les  formules  concernant  ces  deux  trans- 
formations et  celles  que  l'on  en  déduit  immédiatement  concernant 
les  transformations  inverses,  entre  elles  et  avec  celles  déjà  éta- 
blies qui  concernent  la  transformation  linéaire,  on  aura  toutes  les 
formules  de  transformation  quadratique  des  fonctions  2r(p).  Les 
formules  de  transformation  dont  l'ordre  est  une  puissance  entière 
de  2  s'obtiendront  de  même,  par  la  combinaison  et  la  répétition 
des  transformations  précédemment  définies. 
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244.  JNous  allons  donc  chercher  à  exprimer,  d'une  part,  les 
fonctions  2î(2t^|2T),  d'autre  part  les  fonctions  2r(p  -)>  au 
moyen  des  fonctions  3((^  |t). 

Nous  désignerons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  à  propos  des 
fonctions  du^  d^iU,  par  de  petites  capitales,  les  constantes  relatives 

aux  fonctions  d(u   — >   W3),   o'^f^f    —  j  0)3  j   et  S(2p|2t).  Ainsi 
nous  poserons 


<XLVIIi) 


Qo^ 


Q2 


V  =  l 

V  =  oo 


V  =  l 


Les  quantités  q,  Oq,  Qi,  Qo,  Q3  sont  d'ailleurs  liées  par  les 
mêmes  relations  algébriques  (XXVIIIs.e)  qne  les  quantités  q,  Ça, 
q\^  qi,  q^' 

Nous  désignerons  de  même  par  de  petites  capitales  accentuées 

les  constantes  relatives  aux  fonctions  3*  (m  |  oj,, —  )>  s'a!  ?^  1 10,, —  ) 
€t  Srft'    -  j  •  Ainsi 


(XLVIII,) 


1  TTCf 

q'  =  q^z^  e  -  , 

V=:l 
V  =  ao 


Qi== 


V=l 


On  a  évidemment,  d'après  les  expressions  de  Qq,  Q3, 


<^XLVll2)  Qo  =  qoqi, 

d'où  l'on  tire  inversement 


Q3=  qïq%—  — ' 
^1 


7î=QoQ:i. 


<7i=  — 

03 
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De  même,  d'après  les  expressions  de  q^,  q\,  Qo,  Qj,  on  a 


,    ,  ,    ,        I 


d'où  l'on  tire  inversement 

(XLVIII2)  Q'o^çoqs,      Qi^  — =  g'i?2. 


245.  Transformation  de  Landen.  —  Si  l'on  passe  des  fonc- 
tions d,  da.  aux  fonctions  2?  au  moyen  des  formules  (XXXIII, _^), 
on  a  le  moyen  d'exprimer  les  fonctions  2r(2(^|  2t)  au  moyen  des 
fonctions  2»  (ç^  |  x).  Par  exemple,  la  formule  (XXII,  ) 

/  iû,  \ 

cl  u 


— ,u)3)=e2    a'ua'iu 


donne  immédiatement 


A  cause  de  la  valeur (XXII4) de  h,,  on  voit  que  le  facteur  expo- 
nentiel est  le  même  dans  les  deux  membres;  on  trouve  ensuite 
très  facilement,  en  réduisant  au  moyen  des  relations  déjà  écrites 
(XLVIIo)  entre  Qq,  Q3,  ^0,  q\-,  q-i,  q%-,  Ja  formule 


qi 
On  a  d'ailleurs 


q\ 


qo        QoQI        STiCola-c) 

la  dernière  égalité  ayant  lieu  en  vertu  des  formules  (XXXVIo) 
qui  seront  d'un  usage  constant  dans  ce  qui  suit. 

On  trouve  de  la  même  façon,  au  moyen  de  la  formule  (XXIIIa), 

)e,  ;<» 
-— 


^3 1  u 
la  relation 


qo 
Au  reste  cette  dernière  relation  aurait  pu  aussi  bien  se  déduire  de 


LES   FONCTIONS   S.  lîj 

celle  relative  à  ^i  (ap  [  2t)  en  remplaçant  p  par  p  H —  et  en  se  ser- 
vant des  formules  (XXXIVc).  On  a,  en  effet,  par  ces  formules 

_i 

&i(2p  +  t|2-)=  iq    *e-2'w2rv(2p|2T), 


et  il  suffît  de  remplacer  dans  l'égalité  qui  donne  l'expression  de 
2r,  (2p|  2-),  pour  avoir  celle  qui  fournit  l'expression  de  ^4(2^  |  ax). 
Inversement,  par  la  même  opération,  on  passerait  de  cette  seconde 
formule  à  la  première. 

Si  maintenant  on  fait  la  substitution  des  fonctions  2r  aux  fonc- 
tions a"  dans  les  formules  (XXllI,);  si  l'on  remplace  ensuite 
y/c,  —  60  ,  \/e,  —  63  par  leurs  valeurs  (XXXVIo,  /,) 


on  obtient  aussi 

D^ailleurs  on  trouve  très  aisément 


2Q*QoQÎ 
On  a  donc 


^q'9lq\ 


1 


Exactement  de  même,  en  partant  des  formules  (XXIIT2),  on 
trouve 

4q*qoq!  qM.  +  qz) 

-et  l'on  a  d'ailleurs 

4Q*QoQ?  =  22r2(o|2x). 
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246.   On  prévoit  que  l'on  doit  pouvoir  transformer  l'une  dans^ 
l'autre  les  relations  qui  fournissent  les  expressions  de  ^2(2^  |  2t), 

213(2(^1  2t),  en  changeant  v  en  v -] — et  en  se  servant  des  for- 

mides  (XXXIVe).  Mais  tandis  que,  tout  à  l'iieure,  ce  changement 
ne  nous  a  rien  donné  de  plus  que  ce  que  nous  savions  déjà,  il  va, 
cette  fois,  nous  donner  des  relations  entre  les  constantes.  Si,  en 
effet,  dans  les  relations  du  numéro  précédent,  on  change  ç  en 

V  -] — ,  on  trouve,  après  des  réductions  immédiates, 


2r3(2p|    ■2.1)  = 
2^2(2^  I  2t)  = 


2yoy2  7o(.72      Ç3) 


[2rl(0-2r|(.)]  = 


Q0Q2 


4Q*QoQi 


Ces  formules  comparées  aux  précédentes  donnent 

1 
I  I  2Q*QoQ?  Sr2(ol2'c) 


[2rl(p)-Sr|(p)]. 


Hr3(o|2x) 


O0Q2 


22r3(o  I  21) 

On  a  donc 


2QoQ1         9o(Ç-2-^gï)       2r|(o)  +  â?(o) 


(XLVII3) 


2rj(2P  I  2x)  = 

Sr2(2(^l  2-:)  = 
y 

2r3(2C  I  2t)  = 


Sri(t^)3-2(p) 

^|(p)-3rf(0  ^  Srl(p)-Sr|((>) 
■2,^3{o\it)  22r2(oi2T:) 


2S'2(0  I  2t) 
&4  (  O  I  2  T  ) 


2^3(0  |2t) 


et  l'on  a,  d'autre  part, 

(XLVII4) 


2&|(ol2T):-&i(o)-2rKo), 

2Srl(o|2T)=2r|(o)+2rUo), 


relations  auxquelles  il  convient  d'adjoindre  les  relations  suivantes 
obtenues  en   faisant  i^'  =  o  dans  les  deux  dernières  formules  de 
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Iransformation  et  dans  la  première  divisée  préalablement  pari^, 

/  2372(0  i2T)2r3(o|2T)=:Sr|(o), 
(XLVII4)  2r|(ohT)=2r3(o)3r,(o), 

'  22rj(o  [  2x)2ri(o  I  2x)=  S'i(o)2r2(o). 

Les  deux  avant-dernières  formules  sont  d'ailleurs  une  consé- 
quence des  relations  (XLVIIo) 

de  même  que  celles  qui  les  précèdent  équivalent  à  celles-ci 

(XLVIIO 

'   8Q-^Qo2Qt=  qliq^i  —  q^z)- 

1 
xA.insi,  comme  on  a  q"  =  q,  on  voit  que  lesquantités  Qq,  Q^,  Q2, 

Q3  s'expriment  algébriquement  au  moyen  de  q,  q^^  q^,  q.2-,  qz-  De 
même  pour  les  fonctions  37',(o[2t),  2to(o  j  2t),  2r3(o[aT), 
2*5(0  I  2t)  et  les  fonctiojis  27,  (o),  272  (o),  273(0),  2r4(o)  de  la  va- 
riable T.* 

247.  Transformation  de  Gauss.  —  Les  forn^ules  (XX1V<, 
XXVi_3)  qui  expriment  <3'(?^|w,,  — -  )?  s'af^jw,,  -^\  au  moyen 
de  a'(w  I  (1), ,  (03),  a'a(«  I  <i)) ,  (03),  permettent  d'exprimer,  d'une  ma- 
nière toute  semblable  les  fonctions  ^iv  7  )  au  moyen  des  fonc- 
tions 3(p  |t).  Nous  ne  développerons  pas  les  calculs  qui  présen- 
tent exactement  les  mêmes  circonstances  que  ceux  de  la  trans- 
formation de  Landen,  que  nous  venons  de  faire. 

On    trouve   directement,    au    moyen    des    formules    (XXIVi, 

xxvo, 


Q*QoQi 


2r,  ■ 


/    I  ^  \      2r2(p)2r,(t;)  ^  i%iv)%{v)_ 


et  l'on  passe  d'une  formule  à  l'autre  par  le  changement  de  v  en 
V -{ Au  moyen  des  formules  (XXV2..3),  et  en  tenant  compte 
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de  la  relation  (XXIV4), 
on  a  ensuite 

puis,  par  le  changement  de  i^  en  v  -\ — ? 


^*(^ro=^f^^^^^-^^^^^^ 


^3       P 


QoQ?[^!(«^)  +  Srf(p)] 
5^0  (^'2  + 49-' 5-1  ) 


d'où  l'on  conclut  les  formules 


%(^^ 


%  h> 


t\  2&,(p)&i((^) 


Sr,  (  o 


(XLVIII3) 


S.  ^ 


T\       &|(c^)-2rf((.)       2rl(p)^-&|((^) 


Sr.    o 


Sr.i  (  o  i  - 


i34      (^  I  -  )  =   7 — j — r =   ; ; > 


et  les  relations 


(XLVIII4) 


2r|fo 


2r!(o), 

:22r2(o)2r3(o), 
(^oj^)  =  2r|(o)+2rl(o), 
2r!(ojj)  =  &|(o)-&l(o), 
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qui  équivalent  aux  suivantes  : 

!'  00  =  ^0  5^3,       q'i  ==  q\q'>., 
^èq\q\  =  ^^Wè-^n^ 

dont  les  deux  premières  ont  déjà  été  établies  au  n°  244. 

On  peut  vérifier  que  les  relations  (XLVIII-i)  sont,  au  fond, 
identiques  aux  relations  (XLVII4)  ;  on  passe  des  unes  aux  autres 

en  changeant  t  en  -- 

248.  Les  relations  (XLVIlo)  qui  lient  algébriquement  les  quan- 
tités q,  ^Oî  ^n  ^11  ^3  ^^^  quantités  Qo,  Q,,  Qo,  Q3  et  les  rela- 
tions (XLVIIIo)  qui  lient  algébriquement  les  quantités  Q',  Qj,, 
Q, ,  Q',,  Q3  aux  quantités  q^^  ^,,  q^^  q^  permettent  d'établir  des 
formules  iiltéressantes  concernant  la  transformation  quadratique 
des  fonctions  modulaires  h(T),  ^(t),  ^(t),  y{'^)- 

La  définition  de  la  fonction  h(T)  donne 

h(2T)=Q^Qo=^'^g'o^i; 
en  élevant  les  deux  membres  au  carré  et  en  faisant  usage  de  la  rc- 
lation  (XXXVIo),  ^2(0)  =  '^q^q\q'* -,  on  a  donc 

(XLIXi)  2h2(2T)=h(T)2f2(0). 

On  a  de  même 

d'où,  en  faisant  usage  de  la  relation  2r4(o)=  ^0^35 

(XLIX2)  ,h2Q)  =  h(T)2r,(o). 

En  changeant  dans  cette  dernière  égalité  t  en  t  +  i .  et  en  faisant 
usage  des  égalités  (XLIILo)  et  (XLV,), 

2r4(o  I  X  +  I)  =  &3(o),        h(T  + 1)  =.  {/ni(x), 

on  a  aussi 

(XLIX3)  h2(^^)=^7h(-)3r3(o). 
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249.    Si    l'on    résout    par    rapport    à    ^,,    q^,    q^    les    équa- 
tions (XXXVlIIi,  2,  s)  qui  définissent  <p(t),  ^]>(t),  '/(t),  on  trouve 


y~^q^~^ 

--•^-"î;:/ 

et  l'on  aura  de  même 

o  _  v^^^"^ 

Q.=^-.''îl::5 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  relations  (XLVII2) 

on  trouve,  après  des  réductions  immédiates,  les  trois  formules 


3/- 
3/- 


A  cause  de  la  relation  y3(T)=  cp(T)  <}(t),  la  première  de  ces  for- 
mules peut  s'écrire 

(XLIX4)  «|;(2T)çp(T)=V^I)(_(^)X(2^); 

en  éliminant  '/_''(')?  ^'^  ^  ensuite,  à  l'aide  des  deux  autres  for- 
mules, les  relations 

I, 

A  cause  de  la  formule  cp^(x)H-  t|;8(':):::ir  i^  on  a  aussi 

^'     ^       [h-^^(t)J-^' 

d'où  l'on  tire,  en  extrayant  la  racine  carrée  et  en  observant  que 
les  deux  membres  doivent  être  positifs  pour  -z  purement  imagi- 
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naire, 

(XLTXs) 


ÇH^T): 


<P*(t)      _  I  —  <1'*('^) 


i-t-tl/H.t)  ^'*{'^) 


230.   En  remarquant  que  la  transformation  quadratique 
équivaut  à  la  suite  de  transformations 


m 


I-+-T,    2T, 


en  appliquant  ce  résultat  à  la  fonction  y  (x)  et  en  tenant  compte 
des  formules  (XLV)  et  (XLIX, ),  on  trouve  sans  peine 


(XLIX7) 


v/2x(t:) 


Observons  aussi  qu'eu  changeant  t  en  -  dans  les  formules  pré- 
cédentes, on  en  tire 


¥(^) 


Hï)- 

<d- 

..r^u 

2CpHT) 

l-T-Cp^(x)' 


251.  Enfin  les  résultats  précédents  permettent  encore  de  ra- 
mener les  fonctions  cp,  -j/,  7  à  la  seule  fonction  h. 

Dans  la  formule  Qo  =  (JoÇs:  changeons  t  en  i  -t-  t  et  désignons 
par  Qg  ce  que  devient  le  premier  membre;  comme  qo  ne  change 
manifestement  pas,  et  que  Çi  se  transforme  en  q-2,  on  aura 


Qo  =  goÇi- 


Soit  aussi 


Q"=e" 


iq' 


on  aura 


1 
d'où,    en    se    reportant   aux    expressions    de    h.(2'z)  =  q*^  Ço  Çt, 

h.(-\  =  q'-''qoq3    et    aux    définitions    des    fonctions   ©(t),    ^{'^)y 
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^(t),  on  trouve  de  suite 
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l-nr.       h(2T) 


(XLIXg) 


h    - 

,    ,      ,  12/  r  \l 


,  6/-    12/-.  ht-c) 

h 


Nous  nous  contenterons  d'observer  ('),  relativement  à  ces  for- 
mules, qu'elles  permettent  de  déduire  les  formules  de  transfor- 
mation linéaire  des  fonctions  modulaires  cp(T),  ^(t),  fi^)-,  de 
celles  que  nous  avons  établies  pour  1i(t).  On  obtient  ainsi,  dans 
les  six  cas  du  Tableau  (XXg),  des  formules  équivalentes  aux  for- 
mules (XLVIj.o),  mais  affectant  une  forme  différente. 


.  Les  formules 


=  ".         12    h(T), 


g'o=e 


ri=  e 


TTC'    u  /  \. 


(XLIXg) 


9-2  =  e     24       _ 


h(x) 


<l^ 


h(T); 


h(T) 


qui  expriment  q^^  ^,,  ^g;  ^3  en  fonction  de  t,  se  déduisent  immé- 
diatement des  formules  de  définition  des  fonctions  /i(t),  o('), 

•i>(T),  y_(T)  et  des  formules  (XLIXg). 

253.  En  combinant  les  transformations  de  Landen  et  de  Gauss, 
on  obtient  les  expressions  de  .2r,  (2^),  S^a^i  (at^)  au  moyen  des 
fonctions  3r(t^). 

La  première  des  formules  (XLVII3),  par  exemple,  peut  s'écrire, 


(')  Cette  intéressante  remarque  est  due  à  M.  Dedekind  :  Ueber  die  Théorie  der 
elliptischen  Modulfunctionen  {Journal  de  Crelle,  t.  LVIII,  p.  283).  Dans  les 
Elliptische  Functioneti  de  M.  Weber,  les  résultats  sont  donnés  pour  les  fonctions 
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en  changeant  t  en  -> 


2ri(2i^lT)  = 


HM>Ml) 


mais,  d'après  la  formule  (XLVIII3),  on  a 

22r.(c.|x)2r4(*'|T) 


^ih' 


Hl)= 


22r2(j;|x)&3(v|x), 


Sr,    o 


donc,  comme,  d'après  la  formule  (XLVni4),  on  peut  remplacer 

^1(0   -  )  par  le  produit  2  2r2(o  |  t)  213(0  |  t),  on  obtient  la  relation 


(L)  2r,(2(^) 

On  a  de  même 


(L) 


^2(0)27l(0) 

2r|(o)&3(o) 


2r|  (o) 


2r|(o) 


VIII.  —  Transformation  d'ordre  impair  des  fonctions  2r. 

254.  Dans  l'étude  de  la  transformation  des  fonctions  ^7,  nous 
n'avons  envisagé  jusqu'ici  que  les  cas  où  l'ordre  de  la  transfor- 
mation est  égal  à  I,  à  2  ou  à  une  puissance  entière  de  2.  Nous  al- 
lons étudier  maintenant  les  transformations  dont  l'ordre  est  im- 
pair et  positif,  transformations  qui  se  ramènent  (n°  130)  à  celles 

où  l'on  change  lOi  en  — i  sans  changer  (03,  ce  qui  revient  à  changer 

ç  en  nu  et  t  en  n-z,  à  celles  où  l'on  chan^^e  Wq  en  —  sans  chan- 

°  n 

ger  co, ,  ce  qui  revient  à  changer  seulement  x  en  ->  et  aux  trans- 
formations inverses. 

En  combinant  les  formules  de  transformation  que  nous  obtien- 
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drons  ainsi  (')  entre  elles  et  avec  les  formules  de  transformation 
linéaire  et  quadratique  des  fonctions  2r,  on  peut  obtenir  en  effet, 
d'après  le  théorème  démontré  au  n°  131,  les  formules  de  transfor- 
mation d'un  ordre  quelconque  positif  (ô.  Il  n'y  a  d'ailleurs  pas 
lieu  de  considérer  celles  dont  l'ordre  est  négatif,  car  nous  avons 
supposé  essentiellement  (n°  loi)  que  les  coefficients  des  parties 

imaginaires  des  rapports  —  et  ^  des  péi'iodes  à  l'aide  desquelles 

on  forme  les  fonctions  2r(<^)  sont  positifs. 

25o.  Nous  allons  donc  chercher  à  exprimer,  d'une  part,  les 
fonctions    .^(«p]wt),    d'autre    part,    les    fonctions    ^(ç\-]    au 

moyen  des  fonctions  3(p  |  t). 

Nous  désignerons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  à  propos  des 
fonctions  ciii,  o'a'^)  par  de  petites  capitales  les  constantes  relatives 
aux  fonctions  rf^/f  ^,103),  ciai^  —  '  ojgj  et  .^(«p  ] /it).  Ainsi, 
nous  poserons  dans  ce  paragraphe 

(Lli)  /  v  =  i 

V=)  V.^I 

Les  quantités   Q,    Qo,   Qi,    Q2,   Qs  sont   d'ailleurs  liées  par  les 
mêmes  relations  algébriques  que   les  quantités  q,  q^,  qt,  q-ij  qz- 
Nous  poserons  aussi,  pour  abréger, 

%  (o)  ^  _L  ^  Ji  ^3  J  n^'i(ojj^)  _  _i_  ^  '^QSQV 

2Wi  ai        a>i     "^  '  2(«i  Al         wi      **       ' 

[  i  ^  I  - 

^■2(0)  =  —  ='i.gigoq'*,         :7.,{o\n'z)     =---=2QfQoQS 

%(o)  =~==glgo,  %(o\nz)     =-L  =  Q|Q„ 

Mo)  ^~=glgo,  2^4(0  Inx)      =-L^Q2Q„, 

(')  Il  suffirait  même  de  ne  considérer  que  le  cas  où  l'ordre  de  la  transforma- 
lion  est  un  nombre  premier  impair;  mais  cette  restriction  n'apporterait  aucune 
simplification  aux  formules  que  nous  allons  établir. 


Qi 

11( 

V  =  l 

-  g^'""), 

Qa 

V=:oo 

11( 

.  qnil.^— 

") 
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ce  qui  permet  d'écrire  comme  il  suit  les  formules  (XXXIII, _4), 
qui  relient  les  fonctions  a"  aux  fonctions  2r,  et  celles  que  l'on  en 

déduit  en  chanoeant  w,  en  —  : 

Y),  H*  ,     ,  \  na,n^ 

■«Il  «'  /         I  \  «H,  h' 


En  substituant  ces  dernières  formules  dans  celles  (XXVI,  )  qui 
expriment  les  fonctions  dia  —  ?  togl,  rfaf  ?^  —  >  0)3  U  au  moyen 
des  fonctions  du^  dr^u^  nous  aurons  immédiatement 


n 


Aa+iSTa+iCwt-j  reT)  =  e^aa+i2ra+i(t')JJ[ 


-'a+i 


('•) 


^) 


OÙ  /'doit  prendre  /i  —  i  valeurs  entières  dont  aucune  ne  soit  di- 
visible par  /i,  non  plus  que  la  différence  de  deux  quelconques 
d^entre  elles,  et  où  »  représente  l'expression 

(r)  (r) 

En  se  i-eportant  à  la  valeur  de  h,  (XXI5),  on  voit  de  suite  que 
cette  expression  est  nulle.  On  a  donc  finalement 

(r)  ^ï 


;îa-..l^+^ 


(/•) 


^-(^0 


128  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 


Les  constantes  -r^^  sont  des  fonctions  de  q.  Il  en  est  de  même 

Aa+i  ^ 

des  produits 


[r] 


n^-frO^n^-^^'"^) 


(r)  (/•) 


qui  figurent  en  dénominateur.  On  peut  évaluer  chacun  de  ces 
quatre  produits  en  supposant  que  ;•  parcoure  seulement  la  moitié 
des  valeurs  qu'il  doit  prendre,  c'est-à-dire,  d'une  façon  précise, 

VI  ^  —  >  1  1 

en   supposant   qu  il   prenne  valeurs  /( ,  t\^  ...,  r„_i   dont 

2 

aucune  ne  soit  divisible  par  /z,  non  plus  que  la  différence  ou  la 
somme  de  deux  quelconques  d'entre  elles;  les  — -—  valeurs  res- 
tantes seront  congrues,  dans  un  certain  ordre,  suivant  le  module  «, 
à  celles-là  changées  de  signe,  et  le  produit  correspondant  sera 
égal,  au  signe  près,  au  produit  que  nous  allons  calculer,  comme 
on  le  voit  tout  de  suite  en  se  reportant  aux  formules  (XXXIV2_3). 

256.   Pour  évaUier  les  produits 

'■  —  ^1)   ''2)    •  •  -,    ''n  —  \ 


rv:i\  1    rm 


reportons-nous    aux    formules    (XXXIlj.g  6,-^),    et  remplaçons-v 
z  =  e"^'  par 


on  aura  immédiatement 


n  —  1      n  —  1      n  —  1  

Zr—  Z, 


•2  1 

(r)  (r) 


X 


(r)     L  V=:l  J 
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puis 

II      II('-'7''-')(^-5''"-^r^) 

(/•)  L  v=i  J 

^n  11^'"'^''^'^^'"^''^^'^  '■ 

v-i  L  (')  J 

d'ailleurs,  si  l'on  pose 

2TCi 

on  aura 

et  le  produit 


JJ(,_5,2ve/-)(,_^2ve-r) 


est  égal  à 


(/•) 


I  —  q^'' 
comme  on  le  voit  en  se  rappelant  que  les  nombres 

^1)       f-2y       •••)       f^n  —  Xi       —  ''15       —  ''2>        •••>       —  '"/!  — D 
2  ~2~' 

n'étant  point  divisibles  par  «,  non  plus  que  la  différence  de  deux 
quelconques  d'entre  eux,  sont  congrus  (mod.  n),  dans  un  certain 
ordre,  aux  nombres  i,  2,  .  .  . ,  n  —  i,  et  que  l'on  a,  e  étant  une 
racine  primitive  /i"«""=  de  l'unité, 

l  —  X 

On  peut  donc  écrire 


n  —  1      n  —  1      n  —  l 


Q« 


et,  de  même, 

n—l      n  —  l      n  —  1    /-\ 
n 


„_,  „_,  „_,  q^-j^^^,^.^- 

"-^     02, 


T.  et  M.  -  II. 
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Quant  aux  produits 


(r)  (r) 

ils  s'évaluent  sans  peine  comme  il  suit.  D'abord  le  signe  du  pre- 
mier dépend  du  nombre  de  facteurs  négatifs  qui  y  figurent  :  or 

sin —  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  partie  entière  E(— ) 
de  -1  définie  par  les  conditions  précises 


n  \n/ 

est  un  nombre  pair  ou  impair;  le  signe  du  premier  produit  sera 
donc  celui  de 

De  même,  puisque  l'on  a 

rit         .    n  -h  "2  1' 
cos  —  =  sin 


n  'xn 


le  signe  du  second  produit  sera  celui  de 


(-  iV 
D'ailleurs  les  nombres 

étant  certainement  congrus,  dans  un  certain  ordre,  suivant  le  mo- 
dule n,  aux  nombres 

n  —  I  n  —  I 

I,     2,      ..., >     — I,     —2,     ..., , 

2  2 

les  nombres 

ri,     r^,     . . . ,     /•„_! 
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sont  certainement  congrus,  dans  un  certain  ordre,  aux  nombres 


±1, 

±2, 

..., 

2 

i 

en 

sorte 

que 

l'on  a  C) 

n-l 

11     " 

r~ 
n 

11 

V  =  l 
n  —  \ 

sin  —  = 
n 

sfn 

2    2 

±  1  1  cos 

riz 
n 

11 

V7t 
COS = 

n 

n  — 1 

(')  Voici  l'un  des  procédés  qui  conduisent  à  ces  résultats  : 
L'équation 


X'  —  I 

a  pour  racines  les  2/1  —  2  valeurs  de 

Xf,  =  e  "^  ,         (A-  =  I,  2,  ...,«  —  I,  —  1,-2, —  rt  +  i). 

On  a  d'ailleurs 

.    Ant         I    XI.  —  1 


et,  en  remarquant  que  1  1  ^jt  est  égal  à  i,  on  en  conclut 

,-  o-'îï  1.'-' = n  >-  '^ = «^îî'e;  -  ■)•• 

V  =  l  i.k)  v-i 

Or  si,  dans  l'équation  proposée,  on  fait 

X'  =  i  -h  u, 
on  forme  l'équation  en  u 

(1  +  m)'^'+ (iH- m)"-=  +  ...+ I  —  0, 

dont  les  racines,  qui  ne  sont  autres  que  les  valeurs  distinctes  de  x\  —  i,  ont 
pour  produit  (—  i)"-'/î.  On  en  conclut 


\  =  n  —  1 

.    vt:  n 

sin  —  = -> 

n         2"-' 
v  =  i 


n 
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On  en  conclut  d'abord 


(LIO 


SE(r)     „_^     n_-J 


('•) 


n 


^\J,)  =  9o 


ir) 


^''rO-ï.'  ^'^ 


;•  = /-i,  rj,  ...,  r„_,\      (•) 


puisque  les  deux  membres  sont  évidemment  positifs.  On  en  déduit 


n 


sin  —  —  -^ — -■ 
n  "— 1 


On  trouve  de  même 


v  =  i 


n 


VTC                 I 
COS =    — ;• 

2     2 


(')  La  première  de  ces  formules  donne  un  résultat  assez  intéressant  en  suppo- 
sant n  =  3,  ;•  =  I,  à  savoir  : 


»        #1  ■ — o 


(n+0  sin 


.    (  an  +  i)Tt 


et,  en  réunissant  les  termes  où  n  est  de  l'une  des  formes  3p,  3p  -h  i,  3/>  +  2, 

Q^  —  V    (_  iyg'p(.'P+*)  — ^^  (—  l)f  ^('j'+')('P+'), 
p  =  0  p=:0 

i 
enfin,  en  remplaçant  ^  par  x^ , 

"  =  °°  "~°°  r    nfSn  — 1)  /i  (3/1 +  1)1 

n  =  1  "  =  1 

=  I  —  a;  —  .r'  +  a;5+a;'— a;"—  a;"-H  — 
Cette  identité  est  due  à  Euler. 


i 
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n  —  I 


257.    Les   mêmes    formules    s'appliqueraient   aussi   aux 
nombres  i\_^^^  ^«+35  •  •  -i  ''/i_i)  qu'il  faut  adjoindre  aux  nombres 

7, ,  /'2,   .  .  . ,  /'„_!  pour  former  la  suite  complète  /'i ,  /'2,  . .  . ,  /*„_, . 

En  supposant  la  première  égalité  LIo  écrite  pour  ces  valeurs  de 
/•  et  en  multipliant  membre  à  membre  avec  cette  même  égalité, 
on  trouve 

(r) 

(r  =  /-j,  /'2,  .  . .,  /-„_!). 

On  a  aussi,  pour  les  mêmes  valeurs  de  r, 
D'ailleurs,  on  voit  tout  de  suite  que  les  différences 

(r)  (r)  (r)  (r) 

ne  changent  pas  quand  on  remplace  les  nombres  r  par  d'autres 
qui  leur  soient  respectivement  congrus  suivant  le  module  n, 
puisque  les  différences 

\n /        n  \     in     J        n 

ne  changent  pas  quand  on  augmente  r  de  n.  D'autre  part,  si  l'on 
prend  pour  les  nombres  /•  les  nombres 

n  —  I  n  —  I 

i>    2,     ...,    — - — }       -i,     — 2,     ...,    — — - — 5 


les  deux  différences  que  l'on  s'est  proposé  d'évaluer  sont  respec- 
tivement égales  à 

n  —  I 


■2     '     "  = 


quantités  E  f  -  j  >  E  (  — \  sont,  en  effet,  nulles  pour  toutes 
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ces  valeurs  de  r,  sauf  la  première,  qvii,  pour  les  valeurs  négatives 
de  /•,  est  égale  à  ^ — ^  i.  On  a  donc  finalement,  en  remarquant  que 

les  nombres  ^^,  ^  —  sont  en  même  temps  pairs  ou  impairs, 


(r) 


(LI3) 


n^.(7: 


('•) 


2  -^^'        -—02 

(-1)  C)    q'r^q    *     ^^n, 


(_X)('-)    qn-ig     ^:<1, 

02 
^2 


(LU) 


et,  par  conséquent,  en  se  reportant  aux  valeurs  des  quantités  <2i, 

"  — 1  _y  ^ 

"  ('■) 

2r3(n».  1  n.)  =  ^}^%{v)  jT  &3  (i^  +  ^  )  , 
'  y  0  -»-  -M.       \         /«.  / 

(/■) 

(r  =  /-i,  7-2,  ...,  r„_i). 

On  pourra  prendre,  en  particulier,  pour  les  nombres  T)  ,  r^,  ..., 
r,l_^^  une  suite  telle  que 

/-i,     r2,     ...,     /^n— n     —ri,     —  i\,     ...,     — ^'n  - 1 , 

s  2 

aucun  des  nombres  ri,  r2j  •  •  -i  ''„_i  n'étant  divisible  par  tz,  non 

plus  que  la  différence  ou  la  somme  de  deux  quelconques  d'entre 
eux. 

Il  convient  d'observer  que  les  quatre  formules  que  l'on  vient 
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d'établir  peuvent  être  déduites  de  l'une  quelconque  d'entre  elles, 
en  y  remplaçant  ç  par  ç^H —  5t^-h   ->t'H — 

258.   Nous  avons  déduit  les  expressions  des  quatre   fonctions 

2r,  (/ît-' I /it),     2ra(/if  ] /it)     des     expressions     de    (3'(w   —  jWa], 

/  W  \  V        I     ^  / 

^oiiii   —  j  (1)3  j.  Il  n'est  pas  inutile  d'observer  que  ces  expressions 

peuvent  s'obtenir  tout  aussi  facilement,  et  même  d'une  façon  plus 
rapide,  en  partant  des  formules  qui  donnent  les  fonctions  2r  dé- 
composées en  facteurs.  Au  fond,  l'analyse  que  nous  allons  indi- 
quer d'après  Jacobi  (*)  ne  diffère  pas  de  celle  qui  précède. 
Partons,  par  exemple,  de  la  formule  (XXXII7) 

^3{v)  =  g'oTT[i-+-2^2v-icos2v~-+-g'2(2v-i)]. 
On  en  déduit 

^3(nV  j  nz)  =  QoTT[H-25'«<2V-l)coS2rtPTr-+-  ^2«(2V-1)J. 
V=:l 

D'un  autre  côté,  si  l'on  décompose  en  facteurs  du  second  degré 
en  q  le  polynôme  de  degré  2/1, 

I  -+-  2.g"co^'2nvTi  -+-  g^", 

dont  on  a  immédiatement  les  racines,  on  trouve  (^) 

I  -+-  2g'"cos2«P7r  -i-  gr^ra—  I  I      i_|_  2^  cos2  7r  (v-i )  -T-  g'- 

(r) 

(r  =  o, /'ij/'a,  ...,  r„_,). 

En  changeant  dans  cette  identité  q  en  q-^~^  et  en  l'appliquant 
à  chacun  des  facteurs  qui  ligurent  dans  le  produit  infini  on  trouve 
immédiatement 

2r3(wjrtT)r=QaJT      TTri-i-2g'2V-lc0S2Tr  (f^-i-  -)   -T-^2(2V-1)| 


(')    Werke,  t.  I,  p.  208. 

{')  C'est  l'identité  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Cotes. 


L 
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q  Q  J_  X        \ 

('■) 

Le  lecteur  a  d'ailleurs,  dans  ce  qui  précède,  tout  ce  qui  est  néces- 
saire pour  appliquer  la  même  analyse  aux  trois  autres  fonctions  2r  ; 
on  peut  aussi  déduire  ces  trois  autres  formules  de  celle  que  l'on 
vient  d'établir. 

259.  Prenons  maintenant  les  formules  qui  donnent 

/       I  Wi  \  /  tOi  \ 

\     \  n  I  \       rt  I 

au  moyen  de  tm,  o-^m  sous  la  forme  (XXVI/,_.5).  On  trouvera  de  la 
même  façon 


(LI5)     Sr,(nPlnT)^^^-^-^2r,(.)JJ 


2^a+i(f') 


^'(0 


&;{") 


('■ 


ru  rt,  . 


Dans  cette  formule,  a  peut  prendre  l'une  quelconque  des  va- 
leurs I,  2,  3.  On  peut  l'écrire  de  diverses  façons;  on  peut  y  rem- 
placer, par  exemple,     '  ^'^'^  par 

n  2r'j  (o  I  wt) 

&;(o)&s+î(o)' 

on  peut  aussi,  en  élevant  au  carré  la  valeur  (LI2)  trouvée  pour 
écrire 


ru  ''2, 


'  '  '  n  — 1  \i 


(r) 


260.  On  obtient  des  expressions  analogues  pour  les  fonctions 
^a+)  (^^  I  ^'^1  ('^=152,3),  soit  en  partant  des  formules  (XXVI5) 
e    en  passant  des  d  aux  2»  par  les  formules  (XXX1II<),  soit  en 
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remplaçant   dans  les  formules  (LI5),   que   l'on  vient  d'obtenir, 
écrites   explicitement   pour  a  =  i,  2,  3,    successivement    v    par 

(;_4_1,   (;  _i_  ^  ,   ç -i ;   nous  nous  contenterons  de  transcrire 

2  2      '  2 

les  résultats  : 


%{nv\nz)=  |^^2^0  JJ 


(Lie) 


=  r2r,(.)  JJ  I  S|(.)  -  -^2r|(.) 


a) 


=^a,(.)npH'') 


(/•) 


%{nv\nz)^^^,{.)Yl\  ^IM-^—f^^n^) 


{r) 


2rf 


r^U^) 


&i(^ 


(LI7) 


(r) 


^'^■) 


(Li.) 


=g&.(.)nps(") 

2r,(nPlnT)  =  |Î2r4(p)JJ 


2r? 


^l(^) 


('•) 


(r) 


2r!(o 


~   9       / 


2^i 


'K.O 


2ri(0 
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261.   Oa  vérifie  sans  peine  que,  en  changeant  à  nouveau,  dans 

l'une  quelconque  de  ces  formules,  v  en  v  -] — -,  pH — ,  pH ? 

on  retombe  toujours  sur  les  mêmes  résultats,  au  moins  si  l'on 
tient  compte  des  égalités  suivantes,  bien  aisées  à  établir, 


Qo 


Al 


■^g-t-i 


n  2r  1  (o  I  «  T  ) 


(I^l9) 


(2.1)"^  Yi% 


(r) 


I,  2,  3;  /-  =  ri,ri,  ...,  r„_A. 


262.  Le  cas  où  l'on  divise  la  seconde  période  par  un  nombre 

impair  n,  et  la  recherclie  des  expressions  des  fonctions  3  (v    —  )> 

au  moyen  des  fonctions  .^((^),  se  traitera  de  la  même  manière. 

Partons,  par  exemple,  des  formules  (XXVIIi_3),  et,  tout  en 
conservant  les  notations  précédentes  pour  ce  qui  concerne  les 
fonctions  C3'(?^  |  w,,  0)3),  (3'a( m  |  to, ,  Wj)  et  .^((^|t),  désignons  par 
de  petites  initiales  affectées  d'un  accent  les  constantes  relatives 

aux  fonctions  a"  (  m  |  w, ,  —  j  j  (s'a  (  w  |  co, ,  —  j  et  3  (  ç^   -  j  ;  en  d'au- 
tres termes,  posons 


Q  =  g 


(LU,) 


Qo  = 


q;  = 


n 

V  =1 

V  =00 

n 


i  —  g 


l-h  q 


v-1 
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Soient  aussi,  pour  abréger, 


189 


ï       Or-     /         "ï  \  I  ■^       ,,      M- 


%    o 


^,  =  ^=Q3'Qo. 


Nous  aurons  alors,  en  passant  des  fonctions  a",  c'a  aux  fonctions 
•^1 }  «^a+i  3 


A',2rjJ^j=e<Va,2r.(.)JJ 


n 


Aa  +  i  ^a+i  (  i' 


(;•)         ^a+i 
(/•  =  7-1,  Ta,  .  .  .,  r^-i), 


v) 


oià  t|^  représente  l'expression 

2(0,  .^    71 

('■) 

20),        ^      ''       L\2Wi         n  /  n-^   J 

('■) 

qui  se  réduit  immédiatement,  et  est  égale  à 
Si  l'on  pose,  pour  abréger. 


('•) 


/  a. 


n^^r^') 


(L115) 


{r) 


A'a  +  i 


[r] 
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les  formules  précédentes  prennent  la  forme 

1   ^■(^ir.)=*'"'"'""^'<"'n^'(''^-ir' 

(r  =  r,,  /-î,  ••  ■,''/i-t), 

de  sorte  que  le  problème  de  la  transformation  de  t  en  —  est  ra- 
mené au  suivant  : 

Exprimer,  au  moyen  de  q,  les  quantités  bi,  ba.+{  définies  par 
les  formules  (LII5). 

263.  Il  est  aisé  de  voir  comment,  au  moyen  des  formules (XXXIV), 
on  passe  de  l'une  des  relations  (LII4)  aux  trois  autres  en  ajoutant 

successivement  a  1  argument  v  les  quantités  -  7   -5  •  Un  trouve 

ainsi,  par  un  calcul  très  facile,  en  comparant  les  résultats,  et  en 

se  rappelant  que  2,  ~  ^^^  toujours  un  entier  de  même  parité  que 

(r) 

S" 

Il    nous  suffira  donc   d'exprimer,  au   moyen  de  ^,  l'une   des 
quantités  bt,  by,  b^,  b/,. 

264.  Nous  commencerons  par  exprimer,  au  moyen  de  q,  les  dif- 
férents produits 


UH'^)'  n^-('^ 


Si  l'on  se  reporte  à  la  formule  (XXXII7  /,is) 

0»  -)  =  gofiz), 
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OÙ 

V  =  oo 

f{z)   =  JJ(I  +  7'-V-1^2)  (I  +  5,ÎV-l^-2), 

V  =  l 

et  si  l'on  fait 

rXTZi  r 

on  aura  manifestement 

-  In} 

JX   P3(^,.)  =  g'o'  /(-i)/(^2)...//^^,\, 


en  sorte  qu'il  suffira  de  calculer  le  produit 

/(-5l)/(^2)---//^„-i\, 

qui  peut  s'écrire 

v  =  l     (    (/•)  ' 

Or  on  a,  comme  on  le  reconnaît  de  suite,  en  écrivant  les  fac- 
teurs de  la  quantité  entre  crochets,  de  manière  que  les  exposants 
de  q  aillent  en  croissant, 

n  — 1 

^     r  (2V  — Uff  4-2/- 'I    r  (2V— l)n_-2r"| 

Il  Li^-(7       "      JLi  +  y      "       J 

r        ttI  2(v-i)/»-i-atJ— 1  I 


lj,=i 


et,  par  conséquent,  le  produit  cherché   est  égal  à   une  fraction 
dont  le  dénominateur  est  égal  à 


k 
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tandis  que  le  numérateur  est  égal  à 

V=l        [A^l  V  =  l 

(l'égalité  résulte  de  ce  que,  dans  le  premier  membre,  les  expo- 
sants de  q  sont  tous  les  nombres  impairs  divisés  par  n).  On  a 
donc 


n/(-)=^ 


et  par  suite 
(LII2) 


n  —  l 


n  ^  - 


'72 


«   2    -^  • 


Par  un  calcul  tout  semblable,  on  obtient  de  même  les  relations 


(LII2) 


n 

-  i 

n  —  1 
n  —  l 

^q 

n  —  1  n  —  1      n  —  1 


^0 


^0 


5-0 


^1 


l        r  =  l 


9-3 


265.  C'est  en  nous  appuyant  sur  la  première  de  ces  relations 
que  nous  allons  exprimer  63  en  fonction  de  q.  Comme  on  a  mani- 
festement 


on  en  con 


dut 


Ir  —  n 


d'où 


•-n-i  2  2         2r-«      ,  /'^-^V      ' 

n/(-)=n/<-->=n^^i;=«'"^'^"-l;' 
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et  par  suite 


r  =  n  —  1 


n^'(~)=n.-(->=^"-'n/<-)=^êf- 

,=1  ,=1  r=l  q'V    2     ;  ^2 

Mais  il  résulte  des  formules  (XXXTV5)  que  l'on  a 


donc  la  fonction 

ne  change  pas  quand  on  remplace  r  par  r  -\-  n;  par  suite,  le   pro- 
duit 


JJ^"'^3(^)  (/•  =  /•„/•„.  ..,/'„_l) 


(/•) 


ne  change  pas  quand  on  remplace  r,,  To,  . . . ,  /'„_(  par  un  système 
analogue  de  nombres  entiers.  On  aura  donc 


et,  en  se  rappelant  l'expression  de  la  somme  des  carrés  des  n  —  i 
premiers  nombres  entiers,  on  trouvera,  après  des  réductions  im- 
médiates, 

En  se  reportant  aux  valeurs  de  a^  et  de  A'^,  on  a  donc 

{LIU)  ter      63—  -^q'  ('■)    ,         {r  =  ri,r.y,  ...,  r„-i). 

70 

Cette  expression  se  réduit  à  — ^  lorsqu'on  prend  pour  /•  les  nom- 
bres 

^i,     ±2,      ...,     ±z — -— . 


266.  A  l'aide  des  relations  (LII5)  (n°^262,  263,  26o),  on  ob- 
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tient   immédiatement  les  relations   suivantes ,   qui  peuvent  être 
utiles;  la  troisième  a  déjà  été  obtenue  au  numéro  précédent. 


(LII3) 


('■) 


(n  — 1)(n  — 2)       yi  '■' 


n^  — 1       v  r^ 


(Ji 


r  ^2'^ 


[r]       1 


n 


=  (-!)(' 


,2       O3    «Z  ,^, 


On  a  aussi  les  relations  suivantes 


(LIIg) 


('•)  (r) 

/r  =  l'i,  /"a,  • .  -,  /•,; -  1  \ , 

\  ""2"/ 


'»      n'— 1        yi  r5 

0  ('•) 


qui  résultent  immédiatement  du  calcul  des  quantités   b\i  ba,+{,   si 
l'on  prend  pour  r  les  nombres  ±  /'),  ±  To,  •  •  -,  ±  ''„_i- 


Comme  on  a  d'ailleurs 


Al 
«1 


&;  co^ 


A'ao-i  2r^a-ifo) 


2r;(o 


on  pourra  exprimer  ^\(o\  —  j,  ^oi.+\  (o       l?  3"  moyen  de  ^\(o), 
S"a+)  (o),    ||^M~)'    Il  '^a+i  ( — -)•   Nous  laissons  au  lecteur 


le  soin  d'écrire  ces  formules. 


267.    Les  formules   (XXVII^),    qui   expriment    les    fonctions 
rffw    lù^, —j,  <i(^(u   (jii,—)   au    mojen  des  fonctions   (iu,  cia.11, 
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-  I  au  moyen 


nous  permettent  d'exprimer  aussi  les  fonctions  ^  1  ^^ 

des  fonctions  2»(*^)-  En  passant  des  a*  aux  2r  à  l'aide  des  rela- 
tions (XXIII, _/,),  et  en  remplaçant,  à  l'aide  des  relations 
(XXXIX5),  les  produits  {e^.  — e^){e^  — e^)  par  les  quantités 
2^^+1(0),  on  obtient  aisément  les  formules  suivantes  : 


^m- 


«1  «SZî  ^ 


()n 


(/•) 


i(o 


(v 


2rK0 


•3  2      V 


•t  \        "20, 
«/        A, 


(LII7) 


->3 


()n 


^i(^)- 


^.(H- 


^4 

A'; 


(/•) 


2r|(«^) 


^!(^') 


i'""j^ 

i'^'-'] 


^5(  — 


2rf(.) 


l 


('■ 


=  r,,  7'2,  ...,  r„_i 


268.  En  changeant,   dans  ces  formules,   v  en  v -\- -  y    v -\ — , 

o  '  '2  2 

(^  -1 ,  on  obtient  six  expressions  pour  chacune  des  fonctions 

^  iv  -  ]  au  moyen  des  fonctions  21(^17);   elles  se  réduisent  à 

trois,  si  l'on  tient  compte  des  relations  (LIIc). 

On  remarquera  d'ailleurs  que  les  deux  problèmes  qui  con- 
sistent à  exprimer  les  fonctions  '^[nv\nz)  au  moyen  des  fonc- 
tions 2r(t'|T),  et  les  fonctions  ^  iv   -\  au  moyen  des  fonctions 

2r(t'  |t)  ne  sont  pas  réellement  distincts;  on  ramène  l'un  à  l'autre 
par  des  transformations  linéaires.  En  effet,    pour  exprimer  les 

fonctions  2r(p   -  j  au  moyen  des  fonctions  3(t'|T),  on  peut  ex- 
primer les  fonctions  3  (  ç^  -  j  au  moyen  des  fonctions  2r  [ —   —  -  ) 

(c'est  une    transformation    linéaire);    puis,   exprimer  les   fonc- 
T.  et  M.  —  II.  10 
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lions  3  ( — j  au  moyen  des  fonctions  ^  (-    —  -  )  (c'est  le 

premier  des  deux  problèmes);  puis,  enfin,  exprimer  les  fonctions 
^  [z  — ~)  ^^^  moyen  des  fonctions  2r(p|T)  (c'est  encore  une 
transformation  linéaire). 

269.  En  se  reportant  aux  définitions  des  fonctions  modulaires 

qi  q-i  q% 

et  aux  expressions  des  produits 


au  moyen  de  «y,  Qq,  Qa  pour  les  uns,  de  </,  q„,  q^  pour  les  autres, 
on  obtiendra  immédiatement  les  relations  suivantes  : 


(LUI) 


(0 

(3) 


(4) 


(5) 


•53       - 


n 


n^ 

('•) 


n 
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(6) 


(7) 


(8) 


n  —  l  /»'— I 


î--h(^)[i,(x)]^=n^,(^'), 


'f(^) 


(LUI) 


(9) 


(10) 


n/  (D 


n 


4.(x) 


n 


X7s(  — 
n 


n 


.'^(p 


270.  Il  importe  de  remarquer  que,  puisqu'on  sait  exprimer  les 

fonctions  Bi{nv\nx),  2rf(^   -j  au  moyen  des  fonctions  2r(p|T), 

on  sait,  par  cela  même,  exprimer,  au  moyen  des  fonctions 
2r(p|T),  les  fonctions  ^(nç\x);  ces  dernières,  en  effet,  sont  des 
fonctions  entières,  homogènes  et  du  n''^"^^  degré  des  fonctions 

-  ),  comme  le  montrent  les  formules  (Lls^g)?  et  les  fonctions 

-  )  sont  des  fonctions  entières,  homogènes  et  du  /i»«™e  degré 

des  fonctions  2r(p  |  tJ,  comme  le  montrent  les  formules  (LU);  les 
fonctions  2f(/îp)  sont  donc  des  fonctions  entières,  homogènes  et 
du  degré  n^  des  fonctions  S»(p).  Cette  conclusion  subsiste  même 
si  n  est  pair,  comme  il  est  aisé  de  le  voir  en  pensant  aux  formules 
relatives  aux  transformations  de  Landen  et  de  Gauss.  Si  l'on  se 
borne  au  cas  où  n  est  impair,  on  obtient  des  formules  équiva- 
lentes à  celles  dont  nous  venons  de  décrire  la  formation,  en  com- 
binant les  formules  (LI,)  et  (LII4),  où  les  expressions  des  fonc- 
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lions   ^{nv\  nx),    3[p  -j   comportent  chacune   un   produit    de 

n  fonctions  2r  d'arguments  différents;  l'expression  de  chacune  des 
fonctions  3(«p  I  t)  comportera  ainsi  un  produit  de  ai^  fonctions  S; 
on  trouve,  en  effet, 


n  —  i 


Ij   i> 


(LIV) 


n 


n 

VT 

n 

VT 

([A.  V) 


en  supposant 


et  en  ayant  posé,  pour  abréger, 


r  =  /•, 

,  /-a,...,   . 

■  •  )    /■«-!  ) 

[x  =  o, 

''l)    ''2)    • 

-,    ''rt-1, 

V   =  0, 

n,   /'S,    • 

-»   f'n-1) 

X 


-1       1  yi 


^-o 


271.  Il  est  bon  de  jeter  maintenant  un  coup  d'œil  d'ensemble 
sur  les  résultats  obtenus  dans  les  précédents  numéros. 

Que  n  soit  impair  ou  pair,  les  fonctions  ^(nv\ni),  ^  (ç  —  j 

sont  des  polynômes  entiers  homogènes,  du  degré  n  par  rapport 
aux  fonctions  2f(t^  [t),  choisies  convenablement.  On  peut  dès  lors 
regarder  comme  résolu  le  problème  suivant  : 

Étant  donnés  quatre  nombres  entiers,  a,  b,  c,  d,  dont  le  déter- 
minant (Q  =  ad  —  bc  est  positif,  exprimer  les  fonctions  .^(p|t) 
au  moyen  des  fonctions  2r(v  |  t),  en  supposant 

V  c  -h  dx 

V=    J— ,  T=  r—' 

a  -t-  o-z  a->!-  ox 

Reportons-nous,  en  effet,  aux  résultats  obtenus  dans  les  n°*  130- 
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133;  reprenons  les  notations  employées  alors  et  rappelons-nous 
que  nous  ne  considérons  plus  que  des  transformations  à  détermi- 
nant positif;  on  pourra  énoncer  le  théorème  suivant. 

11  existe,  d'une  part,  deux  nombres  entiers  positifs  )v,  [a,  assu- 
jettis seulement  à  vérifier  la  condition 

X;jL  =  ad —  bc, 

et  à  avoir  pour  plus  grand  commun  diviseur  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  nombres  a,  h^  c,  d\  d'autre  part,  deux  sys- 
tèmes a,  p,  y,  o;  a',  (S',  y',  S'  de  nombres  entiers,  vérifiant  les  con- 
ditions 

a3  — Py  =  i,         a'o'— P'y'=^  I, 

et  tels  que  l'on  ait 

{a  +  h'z){a!-^  ^'T)  =  X(a-+-pT), 
(a-h  6t)(y'-^8't)  =^  ,a(Y-i-3T), 

il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  supposer,  dans  les  n°'  130-133, 


W3 


£2.3 

T  =  — ; 


mais,  en  vertu  de  la  théorie  de  la  transformation  linéaire,  les 
fonctions  2r((^|T)  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  exponentiel  et 
par  des  facteurs  constants  des  fonctions 

ces  fonctions  sont  des  polynômes  homogènes  et  du  degré  ).  par 
rapport  aux  fonctions 


LX(a+pT)     X(a+pT)J 


qui,  en  vertu  des  égalités  précédentes,  sont  identiques  aux  fonc- 
tions 

[a' -H  ^'t     iJt(a'-l-  P't)J  ' 

et  ces  dernières  sont  des  polynômes  homogènes  et  du  degré  u  par 
rapport  aux  fonctions 

\a'4-P'T     a'-i- P't/ 
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qui  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  exponentiel  et  par  des  facteurs 
constants  des  fonctions  2r(v  |  t). 

Finalement,  les  fonctions  2r(t'|T),  à  part  un  facteur  exponen- 
tiel qu'il  serait  bien  facile  de  calculer,  sont  des  polynômes  homo- 
gènes, de  degré  X[x  ==  ad  —  bc  par  rapport  aux  fonctions  2r(v  |  t). 
Le  théorème  du  n"  130  conduit  donc  bien  à  l'expression  des  fonc- 
tions S((^  I  t)  au  moyen  des  fonctions  S(v  |  t),  et  l'on  voit  claire- 
ment le  rôle  des  nombres  X,  [jl  et  l'avantage  que  présente  leur 
introduction.  C'est  toutefois  par  des  opérations  arithmétiques 
exécutées  sur  les  entiers  «,  Z>,  c,  d  qu'on  obtient  ces  nombres  X,  p., 
el  il  serait  évidemment  très  intéressant  d'avoir  l'expression  expli- 
cite, au  moyen  de  ces  nombres  et  des  données,  des  polynômes  en 
2f(v  I  t),  expression  dont  nous  venons  d'établir  l'existence.  C'est, 
toutefois,  un  problème  que  nous  n'aborderons  pas  ici  ('  ). 


IX.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Hermite. 
Relations  entre  les  fonctions  &.  Théorèmes  d'addition. 

272.  C'est  à  la  théorie  des  fonctions  d  que  nous  avons  rattaché 
la  définition  et  les  propriétés  des  fonctions  .^.  Toutefois,  nous 
avons  vu  comment,  dans  bien  des  cas,  il  était  tout  aussi  facile 
d'établir  ces  propriétés  en  partant  de  l'expression  même'  de  ces 
fonctions  et,  en  particulier,  de  celle  de  la  fonction 


II 

2(01 


^   — -  — 


qui  est  très  simple. 


M.  Hermile  a  montré  comment  on  pouvait  prendre  pour  point 
de  départ  des  séries  analogues  à  celle  qui  précède  pour  engendrer 
des  fonctions  plus  générales,  en  un  certain  sens,  que  les  fonc- 
tions Ef,  qui  toutefois,  au  moins  dans  le  cas  que  nous  considérons 
spécialement  dans  ce  paragraphe,  ne   sont  pas  autre   chose  que 


(•)  Dans  un  Mémoire  inséré  au  Tome  XLIII  des  Mathematische  Annalen, 
M.  Krazer  a  résolu  cette  question  et  même  une  question  plus  générale.  La  mé- 
thode suivie  par  M.  Krazer,  où  interviennent  les  séries  trigonométriques  et  ces 
sommes  de  Gauss  qui  avaient  déjà  permis  à  M.  Hermite  de  traiter  le  cas  de  la 
transformation  linéaire,  n'est  pas  de  nature  à  être  développée  ici  :  nous  nous 
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des  combinaisons  très  simples  de  fonctions  exponentielles  et  de 
fonctions  2r  prises  avec  des  arguments  convenables.  L'illustre  au- 
teur a  en  outre  établi,  relativement  à  ces  fonctions  ainsi  formées, 
une  proposition  très  importante  qui  peut  servir  de  principe  dans 


contenterons  d'indiquer  les  notations  dont  se  sert  M.  Krazer  (notations  qui  sont 
aussi  celles   employées   par   MM.   Prym  et   Krazer   dans  leur   Ouvrage   :   Neue 
Grundlagen  einer  Théorie  der  allgemeinen    Thêtafunctionen),  et   la   nature 
du  problème  qu'il  traite. 
Il  désigne  par  le  symbole 


la  somme  de  la  série 


ra<" 


V  ea(m+g)^+2(m+g\(u+li-Ri) ^ 


où  m  prend  toutes  les  valeurs  entières;  a  est  la  même  quantité  que  nous  dési- 
gnons par  xTzi;  u  est  la  variable  que  nou^  désignons  par  VTzi;  g,  h  sont  des  con. 
stantes  réelles  quelconques.  Pour  nous  rapprocher  de  nos  notations,  nous  consi- 
dérerons, en  lui  donnant  le  sens  précédemment  défini,  le  symbole 


m- 


^i). 


en  attribuant  -a  g  el  à  h,  dans  ce  symbole,  les  valeurs  o,  o;  o,  -  ;  ->  o;  -  >  -,  on 

trouve  les  quatre  fonctions  ^^{v\-z),  Sr^(f  |  t),  Srj(  f  I  t),  i2r,  (  t;  |  t). 

Ceci  posé,  en  désignant  par  a,  b,  c,  d  des  nombres  entiers  dont  le  déterminant 
ad  —  bc  est  positif,  et  en  posant 

V  c  -h  dr 


bz 


on  peut  exprimer  la  fonction 


au  mojen  d'un  nombre  /ini  de  fonctions 

La  méthode   suivie   par  M.  Krazer  consiste   à   décomposer  la   transformation 

I  ,     )  en  transformations  de  types  déterminés  à  coefficients  rationnels,  et  à 

établir  la  formule  de  transformation  pour  ces  transformations  particulières.  En 
combinant  ces  formules,  il  parvient  à  la  formule  générale,  qui  appartient  bien  au 
type  que  nous  avons  décrit  dans  le  texte:  mais  cette  formule,  d'ailleurs  assez 
compliquée,  est  explicite,  et  n'implique  pas  un  calcul  arithmétique  auxiliaire 
comme  celui  des  nombres  X,  ji. 
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la   théorie   des   fonctions   doublement  périodiques;   nous   allons 
donner,  d'après  lui,  quelques  indications  sur  ce  sujet. 

273.   Soit  h  un  entier  positif  et  considérons  la  fonction  ^(m) 
définie  par  l'égalité 


(LVi)  *(a)=2A„^^e2«'^''r=2A, 


OÙ  les  Art  sont  des  constantes  qui  se  reproduisent  périodiquement 
de  h  en  h.  Puisque  la  valeur  absolue  de  q  est  plus  petite  que  i ,  il 
est  clair  que  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  est  absolu- 
ment convergente  et  définit  une  fonction  transcendante  entière  de 
la  variable  u]  celte  fonction  admet  manifestement  la  période  aw,. 
D'ailleurs,  en  décomposant  en  carrés  l'exposant  de  e  regardé 
comme  un  trinôme  du  second  degré  en  /i,  on  obtient 

n^  -t-  ■ n  =  -, — -  (n-\-  —  ] 


d'où  l'on  conclut 

'P(u)e'*^^^^—y^  Ane  /'"i  V""^?*^/  . 


Si  l'on  change  u  en  11  +  20^3,  le  second  membre  ne  change  évi- 
demment pas,  à  cause  de  l'hjpolhèse 

il  en  résulte  que  le  premier  membre   admet  la  période   2W3,  et 
l'on  en  conclut  immédiatement 

hni  , 
{u+  0)3) 

*(«-(- 2W3)  =  e     "'  *(«)• 

C'est  là  une  propriété  analogue  à  l'une  de  celles  qui  ont  été  éta- 
blies pour  les  fonctions  27. 

274.  Le  théorème  de  M.  Hermite  consiste  en  ce  que  la  fonction 
<[>(?^),  formée  comme  on  vient  de  l'expliquer,  est  la  fonction 
transcendante  entière  la  plus  générale  qui  jouisse  des  deux  pro- 
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pnetes 

/    ^{iC  -r-  210,)  =  ^{ll), 

(LVO 

1                                                      hTZi 

{^{u-i-  i(M3)  =  e     ^' 

Considérons,  en  effet,  une  fonction  transcendante  entière  ^{u) 
qui  jouisse  de  ces  propriétés.  Puisqu'elle  admet  aw,  pour  pé- 
riode, c'est  une  fonction  univoque  de 

X  =  e~^  ; 

car  cette  dernière  équation  fait  correspondre  à  chaque  valeur  de  x 
une  infinité  de  valeurs  de  u  en  progression  arithmétique  de  rai- 
son 2  0),  pour  lesquelles  la  fonction  ^{u)  doit  reprendre  la  même 
valeur;  en  d'autres  termes,  la  fonction 


<I>  (  — :  loea:  ) 


n'a  qu'une  seule  valeur,  quelle  que  soit  la  détermination  choisie 
pourlog^;  d'ailleurs  aux  environs  de  toute  valeur  x^  différente 
de  zéro,  l'une  quelconque  des  déterminations  de  la  fonction  log^ 
est  régulière;  il  en  est  donc  de  même  de  la  fonction  de  x  précé- 
demment définie,  puisque  $(m)  est,  par  hypothèse,  une  fonction 
(transcendante)  entière.  Mais  alors,  en  vertu  du  théorème  du 
commandant  Laurent,  cette  fonction  de  x  peut  être  mise  sous  la 
forme 

n 

les  quantités  A^  étant  des  coefficients  indépendants  de  x.  En  mo- 
difiant un  peu  ces  coefficients,  on  peut  donc  écrire 

.^^^  n»     nuTZi        ^.^^  n'(ù,TZi   ,   nwiZi 


Aw, 


hu'^TZi 

e 


'TCt    ^,^  WjTÇj  /  hii  \  ' 


et,  puisque  la  fonction 


Am*  7C  I 


doit,  par  hypothèse,  admettre  la  période  2CO3,  il  doit  en  être  de 
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même  de  la  fonction 


2 


A„e/"» 


ûi     V  2W8/    • 


on  en  conclut,  en  changeant  u  en  «^  +  2^3  et  n  en  /i  —  h, 


ou 


2  A„  gr"^  x'^  =2  ^«-/'  '7^  ^"  ; 

n  n 

or  le  développement,  suivant  les  puissances  entières  positives  et 
négatives  de  ^,  d'une  fonction  univoque  de  x,  régulière  aux  envi- 
rons de  chaque  point  a;,  sauf  le  point  ^  =  o,  ne  peut  être  effectué 
que  d'une  seule  façon;  on  a  donc 

Art  =  A-n—k  j 

c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
275.   Le  rôle  des  fonctions 

n 

dans  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques,  résulte  de 
la  remarque  suivante  :  Une  telle  fonction,  outre  les  données  Wi, 
(03,  h,  contient  h  constantes  arbitraires  Aq,  Ai,  .  ,  .,  A/^_^.  Con- 
sidérons une  autre  fonction  W(«)  formée  de  la  même  manière 
avec  d'autres  constantes  Bq,  B,,  ..  .,  Ba_)  ;  on  voit  de  suite,  en 
se  reportant  aux  propriétés  fondamentales  de  la  fonction  4>,  que 

l'expression 

<ï>  (  K  —  a) 

W(a  — a")' 

OÙ  a  désigne  encore  une  constante  arbitraire,  admet  les  deux  pé- 
riodes 2  0J,,  20)3.  Voici  donc  une  manière  de  former,  par  le  quo- 
tient de  deux  fonctions  transcendantes  entières,  une  fonction  dou- 
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blement  périodique,  contenant  a/i  constantes  arbitraires,  savoir  ; 
Ao       Al  A/j_i       B,  B/i-t 


a, 


Bo        Bo  Bq  B|)  Bo 


On  verra  plus  tard  que  c'est  l'expression  la  plus  générale  des 
fonctions  doublement  périodiques  univoques  n'admettant  pas 
d'autre  singularité  que  des  pôles  et  ayant  h  pôles  dans  le  parallélo- 
gramme des  périodes. 

276.  Revenons  à  la  fonction  ^{u).  On  peut,  en  réunissant 
dans  la  série  qui  la  définit  les  termes  qui  ont  un  même  coeffi- 
cient, l'exprimer  comme  il  suit 

*(?/)  =  Ao<î>o-4- Ai«ï'iH-...H-A/,_i*/,_i, 
en  posant 


(nh  +  r)  hn' 

*  -I 7^ ' 


•   V^     -,  —  Inh  +  r-i-z — 

o,w,    X    ghtsii    \  20)3/ 


hn- TT /    WsTt//    ,    .        .     lui 


Dans  ces  formules,  ;•  est  l'un  quelconque  des  nombres  o,  i, 
1^  .  .  .^  h  —  I  ;  on  peut  même  lui  donner  telle  valeur  entière  que 
l'on  voudra,  pourvu  que  l'on  convienne  que  le  symbole  <ï'/-(^^)  re- 
présente toujours  la  même  fonction  quand  on  remplace  le  nombre 
entier  /'  par  un  autre  qui  lui  soit  congru  suivant  le  module  h. 

Sur  la  première  définition  de  la  fonction  $,-(«),  on  voit  immé- 
diatement que  l'on  a 


Sur  la  dernière,  au  contraire,  en  désignant  par  s  un  entier  quel- 
conque  et  en  remplaçant  u  par  u-{-s—r-y  on  aperçoit  de  suite 
la  propriété  qu'exprime  l'égalité 

h-Ki       ,  .  s  hTZi      /  2  W.  \  » 
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OU 

Si  l'on  prend  en  particulier  /•  =  o,  el  que  l'on  écrive  ensuite  /• 
au  lieu  de  s,  on  a 

on  a  d'ailleurs 

«Ï>o(m)  =V  ^"'/'e~^w,    =  V  qn-' h g^nhvTii  ^  '^■i{hv  \  hz), 

n  n 

et,  par  suite, 

(LV3)  ^r{u)  =  q*'  e2/-»'W2r3(Ap  h-  ri  \  hx). 

Remarquons  en  passant  que,  puisque  l'on  connaît  les  zéros  de 
la  fonction  ^3,  on  a  par  cela  même  les  zéros  de  la  fonction  $;-(m). 

277.  De  ce  que  "ï*  (m)  est  la  fonction  la  plus  générale  vérifiant 
les  équations  (LV2)  on  déduit,  entre  autres  conséquences, 
en  remarquant  que,  pour  h  =  i,  on  a 

*(«)  =  Ao*o(fO  =  Ao2r3(p), 

où  Aq  est  une  constante  arbitraire,  que  K^'^^i^v)  est  la  fonction 
entière  la  plus  générale  f{v)  qui  vérifie  les  deux  équations  fonc- 
tionnelles 

2  711 

--e  ^^'^iiv), 

et  cette  propriété  peut  servir  de  définition  à  la  fonction  2î3(t^)  si 
l'on  j  joint  la  valeur  de  ^^  (o). 

278.  Nous  allons  maintenant,  en  l'appliquant  à  quelques 
exemples,  montrer  la  portée  du  théorème  de  M.  Hermite. 

Considérons  d'abord  les  carrés  des  quatre  fonctions  S  ( ^)« 

En  désignant  par  ^{11)  l'un  quelconque  de  ces  carrés  et  en  se 
reportant  aux  formules   (XXXIVs^s),    on  voit  de   suite  que  la 
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fonction  4>  (u)  jouit  des  propriétés 

*  (m -h  20)3)  =  <î>(i<)  e     <^i 

Ces  équations  ne  sont  autres  que  les  équations  fonctionnelles 
fondamentales  dans  le  cas  de  /i  =  2.  Il  résulte  de  là  que  les  quatre 
fonctions  Sr-(p)  sont,  d'après  le  théorème  de  M.  Hermite,  des 
fonctions  linéaires  des  deux  fonctions  •ï>o(w),  ^i(u).  Or,  deux 
de  ces  équations  linéaires  qui  expriment  ^'-[(ç),  2r^(p),  ^l(v)^ 
2r^(^')  linéairement  en  $05  ^t  peuvent  être  résolues  par  rapport 
à  <ï>o,  $1  ;  car  autrement  il  faudrait  que  les  carrés  des  fonctions  S 
correspondantes  fussent  dans  ua  rapport  constant,  ce  qui  est 
impossible,  puisque  ces  fonctions  n'ont  pas  les  mêmes  zéros.  En 
portant  les  valeurs  trouvées  pour  $„,  <I>i  dans  les  équations  qui 
n'ont  pas  été  utilisées,  on  voit  que  les  carrés  de  deux  quelcon- 
ques des  fonctions  2»  doivent  pouvoir  s'exprimer  linéairement  au 
moyen  des  carrés  des  deux  autres  fonctions  2».  On  doit  donc  avoir 
des  relations  telles  que 

&|(P)  =  A&f  (t^)-l-B&|(<^), 

où  A,  A',   B,   B'  sont  des    constantes  que  l'on    déterminera  en 

faisant  successivement   v^=o.   p^ -;   on  obtiendra  ainsi,  en 

tenant  compte  des  formules  (XXXIVg,  XXXVIl,_o), 


2r|(o)  _  r,,_^!(o)_  ,, 


,  _^H     ^     /_      Sr|(o)_ 


"•m 


S§(0) 


On  a  donc 

(LVIi) 
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En  posant,  dans  la  dernière  relation,  p  =  i  et  faisant  usage 
des  formules  (XXXIV /,),  on  trouve 

S|(o)  =  A-2r|(o)  +  A'2rf(o), 
et  l'on  obtient  ainsi  une  seconde  démonstration  des  égalités 

A-2+/v'2=  I,        2rJ(o)-=2r2'(o)-t-&Uo)- 

Au  surplus,  les  relations  si  simples  que  nous  venons  de  déduire 
du  théorème  de  M.  Hermite  ne  diffèrent  pas,  au  fond,  des  rela- 
tions 

ainsi  qu'il  résulte  des  formules  de  passage  des  fonctions  a"  aux 
fonctions  3. 

Observons  aussi  qu'en  faisant  visage  des  relations  (LVI)),  on 
transforme  aisément  l'une  dans  l'autre  les  trois  expressions  don- 
nées au  n°  260  pour  chacune  des  fonctions  ^[nv\  n-)  au  moyen 
des  fonctions  ^[v  \x). 

279.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  les  carrés  des  fonctions  h 
s'expriment  linéairement  au  mojen  des  fonctions 

1 

<ï>i(a)  =  q^  e2''TO2r3(2f -f-Tla-c)  =  3r2(2f  |2x). 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  déterminer  les  coefficients 
et  de  parvenir  par  cette  nouvelle  voie  aux  formules  (XLVJI3)  qui 
expriment  ^^['2,v\i'z),  ^2(2^12')  au  moyen  des  carrés  des 
fonctions  3  {v). 

Par  le  même  procédé  on  reconnaîtra  encore    que    les  quatre 

fonctions 

S(p-f-c)2r(p-c), 

où  c  est  une  constante,  sont  des  fonctions  linéaires  des  car- 
rés de  deux  quelconques  des  fonctions  2r(ç^).  Les  constantes  se 
détermineront  comme  tout  à  l'heure  et  l'on  obtiendra  ainsi  des 
formules  qui  ne  diffèrent  pas,  au  fond,  des  relations  (XV(_3) 
entre  les  fonctions  d.  Parmi  ces  formules,  nous  nous  contenterons 
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d'écrire  les  suivantes  : 

'^  ■  &l(o)S3(t'  +  c)2r3(p-c)      =     â?(c)^f(p)     +2r|(c)&i(i.), 


280.  Il  convient  de  joindre  à  ces  relations  des  relations  ana- 
logues, mais  où  figurent  des  fonctions  2r  avec  des  indices  diffé- 
rents. On  pourra  les  obtenir  par  une  voie  analogue,  si  l'on  observe 
que  l'analyse  du  n"'  274  permet  de  trouver  les  fonctions  transcen- 
dantes entières  les  plus  générales  qui  satisfont  aux  équations 
fonctionnelles 

*(;<  -i-  2a)i)  =  £*(?<), 

où  les  symboles  s,  e'  désignent  soit  +  i,  soit  —  i.  Dans  chacun 
des  quatre  cas  possibles,  comme  dans  le  cas  £  =  i,  £'=i,  les 
fonctions  cherchées  se  composent  linéairement  avec  h  fonctions 
transcendantes  entières  parfaitement  déterminées.  Cette  remarque 
suffit,  pour  le  problème  qui  nous  occupe,  à  prouver  l'existence 
de  relations  de  la  forme 

&x(^-^c)^(x(^'-c)  =  A2rx(p)2rj,(P)  +  B3rv(i')2rp(t^), 

où  X,  [JL,  V,  p  sont  les  nombres  i,  2,  3,  4,  rangés  dans  un  certain 
ordre,  et  où  A,  B,  A',  B'  sont  des  quantités  indépendantes  de  p, 

qu'on  détermine  en  supposant  v=:o,  -,  -•    Le  lecteur  pourra 

appliquer  cette  méthode,  ou  encore  déduire  les  résultats  des  for- 
mules (XV4)  et  (XV5)  en  passant  des  a*  au  S;  nous  nous  conten- 
terons de  transcrire  les  résultats. 

(LVI3)  { 

=  -3rj(c)27.2(c)3ri(^-)  3^2(0 +  2r3(c)&4(c)3r3(,;)2r,(p). 


l60  CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 

(LVI4)  < 

'  2r2(o)&4(o)Sr2(p -t- c)3r4(p  — c) 

=  -?j,{c)%{c)^r{i')%iv)+?J,ic)%ic)%{v)^U^)- 


(LVI5) 


281.  Au  reste,  toutes  ces  relations,  que  nous  avons  tenu  à 
écrire,  à  cause  de  l'usage  qu'on  peut  avoir  à  en  faire,  sont  des  cas 
particuliers  d'une  identité  générale,  de  même  que  les  relations 
équivalentes  entre  les  fonctions  <i  (XVi_5)  sont  des  conséquences 
de  l'identité  (  VII2),  établie  au  n°  96.  Pour  déduire  de  cette  identité 
l'identité  correspondante  entre  les  fonctions  .^,  il  suffira  de  rem- 
placer la  fonction  g"  par  son  expression  au  moyen  de  la  fonction 
2r,  et  de  remarquer  que  l'on  a 

(  K  +  a  )  2  +  (  «  —  a  )  2 -t- (  6 -H  c  )  2  +  (  6  —  c  )  2 
=  (m  +  6)'''-+- (fi  —  6)2 -4- (c -4- a)2  H- (c  —  a)2 

=  (m-H  C)2-f-  (i<  —  c)2  +  (a-f-  6)2-t-(a  —  6)2=  2(m2-1-ct2+62_|_c2). 

On  obtiendra  ainsi  la  relation 

/        2ri((^  +  a)2?i(<' —  a)2ri(6-t-c)  Sri(6  — c) 
(LVII2)      !  -f-2ri(p  +  6)2?i(t^  — 6)2ri(c-i-a)2ri(c  — a) 

(  -i-2ri(p  -h  c)  3"i((^  —  c)  2ri(«-4-  6)2ri(a  —  6)  =  0, 

où  il  est  à  peine  utile  de  prévenir  que  les  quantités  a,  b,  c  repré- 
sentent celles  que  l'on  désignait  de  cette  façon  dans  le  n°  96,  divi- 
sées par  atOj. 


De  cette  identité,  on  en  déduit  plusieurs  autres  analogues, 
soit  en  augmentant  l'une  ou  l'autre  des  quantités  u,  et,  b,  c  de 

-)    -j j    ou  en  attribuant  quelque  valeur  particulière  à  ces 

variables.   Nous  ne  voulons  pas  ici  faire  cette  étude,   que   l'on 
trouvera  tout  au  long  dans  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques 
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de  Briot  et  Bouquet  (');  nous  nous  bornerons  aux  remarques  sui- 
vantes, tirées,  pour  la  plupart,  d'un  beau  Mémoire  de  Kronecker 
sur  le  même  sujet  (-). 

Remplaçons  les  lettres  v,  ii,  b,  c  par  a,  b,  c,  d  et  posons  en 
général  pour  p  ^  i ,  2,  3,  4, 

(LVII,)      j  Tp  =  3rp(a-^c)2rp(a  — c)2rp(c?+è)&p(c?-6), 
(  Tp  =  Sp(a  +  d)^ç{a  -  d)  ^r^{b  +  c)  2rp(è  -  c), 

où  les  trois  expressions  T,  T',  T"  se  déduisent  les  unes  des  autres 
par  permutation  circulaire  des  lettres  b,  c,  d. 
L'identité  fondamentale  (LVII2)  pourra  s'écrire 

T,  +  T;-^T'i  =  o. 

Observons  que,  par  les  vingt-quatre  permutations  des  lettres  a,  b, 
c,  d,  les  quantités  Tp,  Tl,  TL  se  reproduisent,  rangées  dans  un 
ordre  quelconque,  si  p  n'est  pas  égal  à  i,  et  que  les  quantités  T,, 
T, ,  T^  sont  remplacées  par  une  de  leurs  permutations  circulaires 
ou   par  une  des   permutations  circulaires    des   quantités   — T,, 

On  voit,  en  particulier,  que  l'identité  fondamentale 

Ti+T'i  +  T'i  =  o 

se  reproduit  pour  toutes  les  permutations  des  quatre  lettres  a, 
b,  c,  d. 

Si  maintenant  on  ajoute  aux  quantités  a,  c,  successivement 

I        I  -I-  T       X 

> ,  -,  on  trouve 

■}.       1       2 

l  T2-T',-T'^=o, 
(LVII3)  .  5  Ta-i-T'i-T'^ 


<    I3-T-  11—  13  =  0, 

(  T,—  T\  —  Ti  =  o. 


Sans  nous  arrêter  aux  équations  que  l'on  peut  déduire  de  celles-là 
par  les  permutations  des  lettres  a,  b,  c,  d,  observons  qu'on  en 


C)  Deuxième  édition,  liv.  VII,  p.  486  et  suiv. 
{')  Journal  de  Crelle,  t.  102,  p.  260. 
T.  et  M. -IL 
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lire,  en  ajoutant 

(LVII4) 


T2  4-T3  =  T:i-4-T'^, 


d'où,  en  permutant  circulairement  6,  c,  d, 


(LVII4) 

^  ^  (  T'3  +  T',  =  T3+T4. 

283.  Ces  identités  ont  été  données  par  Jacobi  sous  uae  forme  à 
peine  différente.  Considérons,"  par  exemple,  la  relation 

T2+T3-t;-+-t'3. 

Si  l'on  pose 

a  +  è^w,         a  —  b  =  X,        c-{-d  =  y,         c  —  d  =  z, 
on  voit  de  suite  que  cette  identité  peut  s'écrire 

^%i^')%{x')?!,{y)%(z')-^?!,(»'')%(x')?!,iy)%(z'), 

en  regardant  les  variables  x,  y,  3,  w,  a;',  y',  z',  iv'  comme  liées 
«ntre  elles  par  les  systèmes  équivalents  d'équations 

w' =  -  (w -\- X  ^y -h  z),  w  =  -  (w'-h  x' -hy' -i- z'), 

X  =-((v-i-a7  — y  —  s),  X  ^=  -  (w-t-a?  — y  —  z), 

y  =  -(iv  —  x+y  —  z),  y  = -^{w'—x'-hy'—z'), 

z'  =  -(iv  —  X  ~y -\- z),  z  =  -{w' — x' — y'-{-z'). 

'284.  C'est  d'ailleurs  par  une  voie  tout  autre  que  Jacobi  par- 
•vienl  à  cette  identité  :  cette  voie  est  directe;  elle  consiste  à  effec- 
tuer la  multiplication  des  séries  qui  représentent  2^2 (w),  'hi(yx\ 
^^(^y)^  2r2(^),  2^3 (w),  • .  • .  Outre  son  intérêt  propre,  elle  offre  un 
grand  intérêt  théorique;  elle  équivaut,  en  effet,  à  nn' principe  dans 
la  théorie  qui  nous  occupe.  Le  lecteur  n'aura  aucune  peine  à  recon- 
naître que  de  cette  identité  et  de  celle  qu'on  en  déduit  en  ajou- 

lan.t  à  une  ou  plusieurs  des  variables  i ,  x,  1  +t,  ->  ->  - — ^,  on 
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peut  tirer  très  facilement  les  relations  entre  les  carrés  des  fonc- 
tions 2r,  ou  entre  les  produits  de  deux  fonctions  2î  avec  les  argu- 
ments X  -\- y-t  X  — y,  qui  ont  été  obtenues  dans  ce  paragraphe  au 
moyen  du  théorème  de  M.  Hermite;  en  sorte  que  l'identité  de 
Jacobi  peut,  comme  l'auteur  l'a  montré  lui-même  ('),  servir  de 
fondement  à  une  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Kronecker, 
dans  le  Mémoire  précédemment  cité,  a  amené  l'analyse  de  Jacobi 
à  un  haut  degré  d'élégance  et  de  généralité,  nous  ne  la  repro- 
duirons cependant  pas.  Nous  donnerons  de  préférence,  pour 
initier  le  lecteur  à  ce  genre  de  spéculations,  la  démonstration 
d'une  belle  formule  qu'on  doit  à  Schrôter,  formule  dont  un  cas 
particulier  nous  conduira  facilement  à  l'identité  de  Jacobi  et  dont 
nous  aurons  d'ailleurs  à  tirer  parti  plus  tard,  pour  la  formation 
des  équations  modulaires.  La  formule  de  Schrôter  pourrait  être 
établie  autrement  que  nous  n'allons  faire  (^);  le  théorème  de 
M.  Hermite,  qui  a  fait  le  premier  objet  de  ce  paragraphe,  offri- 
rait, en  particulier,  un  chemin  pour  y  parvenir. 

285.  Désignons  par  a,  ^  des  nombres  entiers  positifs  et  envisa- 
geons le  produit  des  deux  fonctions  2^3 (^|ax),  ^^{^y\  ^t). 

En  se  reportant  à  l'expression  (XXXII3)  de  ^^{^v\'z)^  on  voit 
que  ce  produit  peut  être  mis  sous  la  forme 

&3(a7 1  ax)  "^^iy  \  ^x)  =  V  ^a!A'+pV^e2m([Jia:+vj')^ 

OÙ  le  second  membre  est  une  série  à  double  entrée,  absolument 
convergente,  dont  les  termes  peuvent  être  groupés  comme   l'on 


(  '  )  Théorie  der  elliptischen  Functionen,  aus  den  Eigenschaften  der  Thêta- 
functionen  abgeleitet  {Œuvres,  t.  I,  p.  499)- 

(»)  M.  Herstowski  {Math.  Annalen,  t.  XI,  p.  1-29)  parvient  à  cette  formule, 
ainsi  qu'à  d'autres  relations  que  nous  rencontrerons  plus  tard,  en  effectuant  la 
multiplication  des  produits  infinis  qui  représentent  les  fonctions  Sr. 

Sauf  quelques  modifications  sans  importance,  nous  reproduisons  ici  (n°' 285-286) 
l'analyse  de  Schrôter  d'après  Enneper  {Elliptische  Functionen  :  Théorie  und  Ges- 
chichte,  2'  édit.).  Puisque  nous  avons  l'occasion  de  citer  cet  Ouvrage,  excellent 
à  bien  des  égards,  il  convient  de  signaler  au  lecteur,  en  particulier,  la  richesse 
des  renseignements  historiques  et  bibliographiques  qu'il  pourra  y  puiser. 
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veut.  Nous  supposerons  d'abord  qu'on  effectue  la  somme 
on  aura  ensuite  à  effectuer  la  somme  ^  A^. 

\t.—  —  ao 

Il  est  clair  que,  [jl  restant  fixe,  lorsque  v  prend  toutes  les  va- 
leurs entières  de  —  oo  à  -j-  ao,  il  en  est  de  même  de  v  —  [i.  et  in- 
versement. On  peut  donc  remplacer,  dans  l'expression  de  A,j,j 
V  par  p.  H-  p,  et  faire  prendre  à  p,  comme  à  v,  toutes  les  valeurs 
entières  de  —  go  à  +  oo.  D'un  autre  côté,  si  l'on  désigne  par  s  un 
nombre  entier  quelconque,  et  par  r  un  des  nombres  o,  i,  2,  ..., 
a  4-  j3  —  1 ,  il  est  clair  qu'un  nombre  entier  p  peut,  et  d'une  seule 
façon,  être  mis  sous  la  forme 

p  =  (a-f-  P)5  +  r. 

Réciproquement,  quand  on  donne  à  s  toutes  les  valeurs  entières 
de  —  co  à  4-  GO,  et  à  r  toutes  les  valeurs  o,  i,  2,  ...,  a+^  —  i, 
l'expression  (a  +  ^)s  +  r  représente  successivement,  et  chacun 
une  fois  seulement,  les  différents  nombres  entiers  de  —  go  à  +  00. 
On  peut  donc,  finalement,  remplacer,  dans  A^^,  l'indice  v  par 

[JH-  (  a  -4-  P  )  s  4-  /■, 

et  donner  ensuite  à  s  les  valeurs  entières  de  —  00  à  +00;  à  r  les 
valeurs  entières  de  o  à  a  +  ^  —  i . 

Par  cette  substitution,  on  trouve,  après  des  réductions  immé- 
diates, 

jjt^_j_v7  ={\i.-h  ps)(a7-i-7)4-s(aj'  — pa7)  +  /-j. 

Si  donc,  dans  Ajj.,  on  groupe  les  termes  où  r  est  le  même,  et  si 
l'on  remarque  que  dans  tous  ces  termes  on  peut  mettre  en  facteur 
^P'''  et  e2i7rra^  QQ  yqJ^  qyg  Pqjj  peut  écrire 


j,=      2      g^'-^e^rinyB^,, 


A,.= 


i 
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OÙ  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

S=:—ce 

C^s  étant  le  produit  de 

q{a+^){\l^^s]^+i^r{\J.+^s)+!X^{!X-h^)s^Z%^rs 

par 

giiTzU\i+^s)(.x+y)+s{0Ly—^x)]^ 

Le  produit  des  deux  fonctions  2^3(^1  aT),  2r3(y|  ^t)  peut  donc 
être  mis  sous  la  forme 

où 

JA=: — 00  [1  =  — oo    5  —  — 00  5  =  —  oo    (Jl  =  — oo 

Séparons,  dans  l'expression  de  C^^^^,  les  facteurs  qui  ne  dépen- 
dent que  de  [x  +  ^s  et  ceux  qui  dépendent  de  5  seul;  nous  aurons 

— .  (3(a+P)  (|X4-Pi)«g2/7t([JL+ps)  ix+y+r^x)  gCi.^{oi.+^)s'Qiiiis{oLy—^x+r!xpz}, 

En    tenant   compte    de    cette    dernière    forme    pour   évaluer 

{X=+oo 

\]  Gjj,5  et  en  observant  que,  s  restant  fixe  et  [x  prenant  toutes 

{X=— 00 

les  valeurs  entières  de  — oo  à  +co,  s'=  a  +  ^5  prend  aussi  toutes 
les  valeurs  entières  de  — oo  à  h-oo,  on  voit  que  la  somme     X  ^\i,s 


est  le  produit  de 
par 


lx=-  = 


5— +00 


S'——ee 

or  cette  dernière  somme  n'est  autre  chose  que 
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on  a  donc, 

[A  =+00  S=+»    [Jl=+  = 


2  ■'^=  2  2 

[A=— 00  S=—oo   lL——ct 


\l,S 


=  2r3[a7-i-jK4-rpT|(a-+-S3)T]x  V  ^^p(a+p):f'e2fTO(ar-pj:+rapT) 

5=-oo 

et,  par  suite,  enfin 

r  =  a+P— 1 
r  =  0 

(LVIIIi)  {  x2r3[ajK— P^+rapTlaP(a  +  P)T] 

r  =  a+P— 1 
r  =  0 

X  2r3[pa?  —  ay-+-  rtx'^T  |  a^  (a  +  P)t), 

la  dernière  égalité  ayant  lieu  en  vertu  de  ce  que  le  premier 
membre  ne  change  pas  quand  on  change  a  en  (i  et  a;  enjK,  simul- 
tanément. C'est  la  formule  annoncée. 

286.  Pour  a  =  I ,  (3=1,  l'égalité  précédente,  en  tenant  compte 
des  formules  (XXXIVo),  devient 

(LVIII  )      I  ^3(iP)&3(r)  =  ^3(a?-H7|2T)3r3(a:-;Kl2'c) 

En  changeant  dans  cette  formule  x,  y  en  £c  -h  -y  y-\ — >  on  ob- 
tient encore 

(LVIII3)      !  2r2(^)2r2(7)  =  2r2(^+j|2T)&3(^-rh^-^) 

Observons  en  passant  que,  en  faisant  a;  =y,  on  retrouve  deux 
des  formules  relatives  à  la  transformation  de  Landen. 

Ce  sont  les  formules  (LVIIl2_3)  qui  vont  nous  conduire  à  l'i- 
dentité de  Jacobi.  Si  l'on  désigne  par  ûc,  y,  z,  w  quatre  variables 
indépendantes,  on  en  déduit,  en  appliquant  ces  formules  d'une 


i 
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part  aux  variables  x,  y,  d'autre  part  aux  variables  5,  çv,  et  en  for- 
mant la  fonction 

que  cette  fonction  s'exprime  très  simplement  au  mojen  des  quatre 
quantités 

'^zix  -\-y\i'z)'^z{z-\-  w\ix)-^?!i{x  -\-y\iz)'^2{z-hw\->.x), 
^3(^— J'|2x)2r3(z  —  «)|2x)-i-  '^i{x — y  \ix)'^i{z  —  w  \iz), 

^3(3^  — JKhx)3r2(^  — (v|  ix)  +  ?!i{x—y\ix)?:z{z  —  w\iz). 

Après  une  transformation  algébrique  facile,  on  voit  qu'elle  est 
égale  au  produit  des  deux  premières  augmenté  du  produit  des 
deux  dernières.  Mais,  en  vertu  des  équations  (LVIIIo-a)  elles- 
mêmes,  les  quatre  quantités  que  nous  venons  d'écrire  sont  res- 
pectivement égales  à 

ç^    / Sf- X -hy -^  z -^  w\  ^   I — X ->r y -^  z  —  w\ 
^\ -. F\ ï j' 

&     /+^+J~'~'^  +  ^\  ^     /—  37+JK+  Z—W\ 

'  -\-  X  -\-  y  —  z  —  w 


\  2  /        \  2 

On  obtient  donc  bien  ainsi  l'identité  de  Jacobi. 
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CHAPITRE  IV. 

LES  QUOTIENTS  DES  FONCTIONS  a-  ET  DES  FONCTIONS  &. 


I.  —  Les  fonctions  ^ 

287.  Il  convient  souvent,  dans  diverses  questions,  d'introduire 
les  quotients  que  l'on  peut  former  au  moyen  de  deux  fonctions  d 
portant  sur  la  même  variable  et  les  mêmes  périodes;  les  quatre 
fonctions  cs'w,  rf,  w,  <3'2M,  c'a  m  engendrent  ainsi  douze  fonctions. 
Nous  poserons,  en  conservant  les  mêmes  conventions  qu'au  n°  112 
relatives  aux  indices  a,  [S,  y, 


>.  c'a"  / 


I  t  ^" 

(LIXi)  {  5oa"- 


<^a«        \/-pu  —  «a 
c'a  M       \Jpu  —  e^ 


'y 


v/pM  — 


Nous  sous-entendrons  la  variable  u  quand  il  n'y  aura  aucune 
ambiguïté  à  craindre;  ainsi  nous  écrirons  ^aoj  ^oa^  Ipy  au  lieu  de 
iao")  ioa^î  ipyW-  Au  contraire,  quand  il  y  aura  lieu  de  rappeler 
les  nombres  Wj,  0)3  qui  servent  à  construire  les  fonctions  d  et, 
par  suite,  les  fonctions  ^,  nous  écrirons 

^ao(i<l  ^1,103),     ^oa("l  wi,  W3),     ^py(M|wi,  W3), 
OU  bien 

?ao(";^2,^3),   ^oa(";ir2,^3),   $py(«;^2,^3), 

si  c'est  sur  les  invariants  g^-,  g^  qu'on  veut  attirer  l'attention. 
288.  Les  fonctions  Ç  sont  des  fonctions  univoques  de  u  ;  celles 
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qui  ne  contiennent  pas  d'indice  o  sont  paires,  les  autres  sont 
impaires.  Elles  n'admettent  pas  d'autres  singularités  que  des  pôles, 
tous  simples;  ces  pôles  sont  les  nombres  congrus  à  o,  modulis 
ato, ,  2(1)3,  si  le  second  indice  est  o,  à  w^  si  le  second  indice  est  a. 
Les  zéros  de  ces  fonctions  sont  congrus  à  o  ou  à  co^,  selon  que  le 
premier  indice  est  o  ou  a;  ce  sont  tous  des  zéros  simples. 

D'après  leur  définition,  les  fonctions  ^  sont  des  fonctions  algé- 
briques de  la  seule  fonction  pw,  elles  sont  donc  toutes  des  fonc- 
tions algébriques  de  l'une  quelconque  d'entre  elles,  tandis  que 
leurs  carrés  sont  des  fonctions  rationnelles  du  carré  de  l'une 
quelconque  d'entre  elles.  D'ailleurs  les  relations  algébriques  qui 
les  lient  sont  manifestes;  il  suffit  de  les  écrire 

if     \       t  I  t  ^PO  ^?3«  !■        >•  f        t 

(2)     §ao=t— »  ^pY=  >-  =  ï—  =çpo?oy=;3aÇaY, 

çoa  çyo         Çya 

(3)     pM  =  e3t-)-&|(,=  ep+^2   ^g^^ï2^^ 


d'où 

(LIX) 


1(4)     3p«  =  ^|o+?|o+?YO 

Îey  —  «a 
(5)     pu  =  ea.^ rr- 
1  -  Çya 


Notons  encore  celle-ci 


(LIXe) 


J3K  —  ey 


289.  Il  est  très  aisé,  au  moyen  des  diverses  formules  (XIl2_3), 
de  voir  quel  changement  produit  sur  les  fonctions  ^ao?  ipy  l'addi- 
tion de  l'une  des  quantités  aïo^t,  2(op,  iiù^  ou  Wa,  to^,  Wy  à  l'ar- 
gument u. 

Observons  d'abord  que  l'on  a 

(LXi)  )  /ea-ea  s/e^—ea 

i3y«a=     ,  =-  -7-=; 

\  V«a  — «Y  V^y— ea 

la  dernière  égalité  résulte  des  formules  (XTII2). 

En  particulier,  et  en  tenant  compte  des  formules  (XXXVIl4_ï), 
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on  a 

(LX2)  ^  =  blt^3,  ^'=^23^1. 

Maintenant  les  formules  (XIl2_3)  donnent 


(LX3) 


=  —  \/ep  —  ea  v/«r  —  ^a  $oa  «, 

Çpy(M+ Wa)=  g.ypM=—  ^ypM, 

V^a — ^y  V^y — ^a 

|py(w  + wp)  =  — /ep— ea^oa"- 

Ces  formules  montrent  que  les  fonctions  ^  sont  doublement 
périodiques.  La  fonction  ^iqU,  par  exemple^  admet  les  périodes 
2  to, ,  4  f»^3 1  et  il  est  clair,  d'après  la  nature  des  pôles  qui  sont  tous 
congrus  à  zéro,  modulis  20),,  20)3,  et  parce  que  20)3  n'est  mani- 
festement pas  une  période,  que  ces  périodes  sont  primitives.  Les 
carrés  des  fonctions  ^  sont  doublement  périodiques  et  admettent 
tous  2  10,,  20)3  comme  couple  de  périodes  primitives. 

290.  Il  est  facile  d'obtenir  les  équations  différentielles  que 
vérifient  les  fonctions  i,  puisque  l'on  a  l'équation  qui  relie  pu 
à  p'u. 

Observons  d'abord  que  l'équation  (XI3) 

,     _  tfi  M  tfî  M  s'a  u 

^  a'M    du    <^u 

peut  s'écrire  maintenant 

p'u=  —  a^aolpo^yo  =  —  2  /p  Ji  -  Ca  /p  M  —  ep  /p  u  —  gy. 

Dès  lors  les  relations 

„  /- u  i  ^  \/pu  —  es 

$ao=/P"-«a,         ^oa=     . =?  ÇpY=  -y--:=^ 


J 
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donnent  immédiatement 

(LXIi)      $^0  =  — ■' =  —  /pM  — e^  V'pa  — ey  =  — $po$yo, 

2/pM  — ea 

nxj\       t'         IZ'P'if y/p «  —  ep  /p M  -  gy 


I^Pr- 


2/pa  — ea(P"  — ea)  pM  — e^ 


/ivr  ^    '  a/pM— ep/pM  — ey(pa-ey) 

(.  ^^^3  ;  <  

{  = ^^T^J-^ =-{e^-e,)^oy^ar 

En  remplaçant  dans  la  première  de  ces  égalités  Ipo»  ^yo  P^^  leurs 
valeurs  (LIX3)  en  fonction  de  Çao»  on  obtient 

(LXIIi)  Qq=  (ea— ep+^o)(ea— ey+^âo)) 

c'est-à-dire  que  la  fonction  ^-to  vérifie  l'équation  différentielle 

(^y=(eo,-e^-i-y-)(eo,-er  +  jr^y, 

elle  peut  donc  être  définie  comme  une  fonction  univoque  de  u 
satisfaisant  à  cette  équation  différentielle  et  telle  que  la  différence 

y soit  régulière  aux  environs  du  point  o,  et  s'annule  en  ce 

point. 

Il  est  clair  que,  si  une  fonction  f{u)  satisfait  à  une  pareille 
équation  différentielle,  oiî  la  variable  u  ne  figure  pas  explicitement, 
il  en  sera  de  même  de  la  fonction  f{u-\-  C),  où  G  est  une  con- 
stante arbitraire;  les  fonctions  ^ao  (  w  +  Wa) ,  Çao(w4-wp)) 
iao(w  +  Wy),  en  particulier,  devront  vérifier  cette  équation  diffé- 
rentielle, ainsi  que  les  fonctions 

qui  leur  sont  respectivement  égales  ;  on  en  conclut,  ou  l'on  obtient 
directement  par  un  calcul  analogue  au  précédent,  les  équations 


(•2)     ^oa=['  +  (ea-ep)$o'a][l+(ea-ey)$2^], 


(LXII) 

291.  Remarquons  encore  les  formules,  d'un  usage  fréquent 
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dans  le  Calcul  intégral,  qui  lient  les  fonctions  ^  aux  fonctions  ^, 
savoir  : 

(LXIII) 
d'où 


(2)     —  ÇaM  =  p(M  + coa)  =  ea+  — ^^— — ; » 

pu  —  e(x 


,  (3)     —  Ca«  — ea=(ep— ea)(ey— ea)^o^a(")4 
(4)     — ÇpM— <?a=(ep— ea)?yp(M); 


et 


(LXIIIg)  ' 


aYTTr^]  (ep  — ey)v/pM  — ea  ,  Nt      /     \S     /     \ 

v/pM  — ep/P"  — ^y 
.    CfrtU  (S'a 

=  — (es  —  ev) • 

^   P        ''^o'pwa'yM 

292.  Les  deux  dernières  relations  peuvent  s'écrire  sous  une 
forme  un  peu  différente,  qu'il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  faire 
connaître. 

Reportons-nous  aux  formules  (XXXIJIj.e) 

on  en  déduit,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques, 

^a  =  — -s^r      -1-2TI1P, 
CjnM  =  ^ -—  -+-  2.-T\,v: 
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dès  lors  les  formules  (LXIflg.e)  peuvent  s'écrire 

__L  r^W^^)      ^«4-1(^)1  ^      2rot+i(o)S-;(o)3rp^i(t^)Sry^i(p) 

2(0iL^r+i(^)      Sp+U'^)]"^^     ^^     &a+i(o)&',(o)2rp+i((^)Vi(^)  ' 
en  utilisant  les  relations  (XXXVl4_5)  écrites  sous  la  forme 

2r'i  (o)  =  irSTa+i (o)  2rp+i (o)  Sr^+i (o), 
on  trouve,  après  quelques  réductions  immédiates, 

i(8)    Sr^+,(^'pp+,(p)-2r^+,(ç>)2i^^^(i>)  =  7r^|^j(o)2ri(t^)2r«+,(p). 
C'est  là  les  formules  que  nous  avions  en  vue. 

293.  Les  formules  (XV)  nous  montrent  immédiatement  que 
les  fonctions  ^  de  u  -^  a  peuvent  s'exprimer  rationnellement  au 
moyen  des  fonctions  ^  de  u  et  de  a.  Il  suffit  pour  avoir  les  formules 
qui  fournissent  ces  expressions  de  diviser  membre  à  membre  deux 
des  formules  (XV)  choisies  de  façon  que  dans  les  premiers  mem- 
bres figure  un  facteur  commun.  Ces  expressions  pourront  d'ail- 
leurs être  transformées  de  diverses  façons,  grâce  aux  relations 
qui  existent  entre  les  fonctions  ^. 

Si,  par  exemple,  nous  choisissons,  d'une  part,  les  équations 
(XV4_5)  mises  sous  la  forme 

(f{u-{-a)(fy(u  —  a) 

=  0*1  «  tf^  a  [^oy  "  ?aY«  ^^y  «  +  $oy«  $ay  «  ^^y  "]> 

o'p(a  -h  a)  c'y(M  —  a) 

=  (3'*aa'2a[$PYaÇpYa  — (ep— ey)^oyM^ayM|oy«^ay«]r 

et,  d'autre  part,  l'équation  (XV2)  mise  sous  la  forme 

c'y  (a  ■+■  a)  <^y(u  —  a)  =  a'^u  cf^a  [1  —  (ey —  ea)(ey — ep)  ^Lu^La], 

on  trouvera,  en  divisant  respectivement,  membre  à  membre,  les 
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deux  premières  équations  par  la  troisième, 

(LXIVO  ?„,(«  +  a)  =  ,_(e,-e,)(e,-ep)eo\«e„\-' 

(LXIV3)     apy(a  +  a)-  ._(ey-ea)(.y-.p)$o\"?ly« 

Les  formules  ont  été  disposées  de  manière  que  le  second  indice 
des  fonctions  qui  y  figurent  soit  toujours  y- 

294.   On  aurait  pu  utiliser  aussi  la  formule  (XV,  ) 
<f  (u  -h  a)  a' {u  —  a)  —  (y^  M  tf-^a  (^2  „  —  ^L^)' 

qui,  jointe  à  la  première  des  équations  dont  nous  nous  sommes 
servis,  aurait  fourni  la  relation 

/TYTV^         ï     ^»        ^^        ^oy«  ^gy«  Ipy^^  +  ^oj^  ^gy«  gpy'^  . 

Çoy  "•       soy"' 

en  changeant  dans  cette  formule  a  en  —  a  et  comparant  à  l'ex- 
pression déjà  obtenue  pour  ^(,j{u  +  a)^  on  en  conclut  l'identité 

(^oyî<$gy«?Py«-H^oy«^gy"^py")(?oyM|gy«|pya— $Oy«$gy«|py") 
=  doy"  — ^oy«)  [•  — («y— eg)(er— ^P)^oy"$oy«]> 

que  le  lecteur  pourra  vérifier  au  moyen  des  relations  entre  les 
carrés  des  fonctions  ^. 

29o.   Si,  maintenant,  dans  l'expression  (LXIVj  )  de  ioy(«  +  «), 
on  change  a  en  —  a  el  qu'on  effectue  le  produit 

on  trouvera,  en  vertu  de  l'identité  précédente, 

Çoy  ^       çoy  ** 


(LXVi)       ^oy(«i+  «)^oy("  — <^)  =  7-  ,,  ,.,       u„       - 

Si  l'on  récrit  la  même  relation  en  s'arrangeant  de  façon  que 
l'indice  a  remplace  l'indice  y,  puis  que  l'on  remplace  w  par  w  +  wp, 
on  trouvera  de  suite 

(LXV2)         $Py(«-)-«)$py(«  — «)  =  -52 ^> 

/  N^''Y^>-2 

say" 
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296.  Signalons  encore  les  relations 


(LXV3) 


ou 


3[$oy(«  +  «)  —  $oy  ("  —  «)]  =  2$0Y«$aY"$PY"' 


et  dont  la  déduction  est  évidente.  Ces  formules  permettraient 
sans  peine  de  trouver  toutes  les  relations  qui  existent  entre  deux 
nombres  qui  rendent  égales,  ou  égales  et  de  signes  contraires, 
deux  fonctions  \  ayant  les  mêmes  systèmes  d'indices. 

297.  Examinons  maintenant,  comme  au   n°  120,  le  cas  oii  les 

nombres  w,,  ~  sont  réels  et  positifs. 

Si  la  variable  u  est  réelle,  toutes  les  fonctions  \  sont  réelles  ;  on 
en  connaît  le  signe  d'après  les  résultats  du  n"  120  et  les  formules 


?oa  =  ^pa^va,  Ipy  =  —  (  ^p  —  «y)  |oy  ^ 


ay 


permettent  de  reconnaître  immédiatement  si  elles  sont  croissantes 
ou  décroissantes;  comme  d'ailleurs  on  connaît  les  valeurs  qu'elles 
prennent  pour  les  multiples  de  w,  qui  sont  les  seules  valeurs 
réelles  pour  lesquelles  les  dérivées  puissent  s'annuler  ou  devenir 
infinies,  on  reconnaîtra  sans  aucune  difficulté  entre  quelles  limites 
les  fonctions  varient.   Par  exemple,  la  fonction  ^^3  croît  de  o   à 

:  quand  u  croît  de  o  à  w,  ;  la  formule  (LXTII,  )  montre  que 
yei  —  «3 

dans  cet  intervalle  on  a 

?03 ( « )  =  >/\y-^^^—  es) ^!z{u)]  [i  —  (ei  —  63 )  ^o^sC «)] . 

en  donnant  au  radical  le  sens  arithmétique,  puisque  la  dérivée 
doit  être  positive;  on  en  conclut  qu'on  doit  avoir 


-I 


y/'^.-e.  ^y 


/[i_(e,_e3)^2j[,__(ej_e3)^2] 
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et,  en  remplaçant  dans  cette  formule  y  par  <  on  trouve 

v/ei— 63 

/-- — —        /•*  dx 

wiy/ei  — 63=  /     — -^> 

Jo     v^(i  — a72)(i  — A:2a72) 

en  donnant  à  A"  la  même  signification  (XXXVII4)  qu'au  n"  170, 

^'"-Z^^^TT^       2r3(o)' 

298.  Quand  ï«  = /m' est  purement  imaginaire  et  que  u'  reste 
dans  l'intervalle  (o,^  )>  les  fonctions  paires  ^^^[iu')  sont  réelles 

et  positives,  ainsi  que  la  fonction  impaire  -^oaC*^^"')'  ^^^  expres- 
sions des  dérivées  donnent  aisément  le  sens  de  la  variation;  soit, 
par  exemple, 

on  aura 

du' 


■-A,    =  loi(^'"')  =  |2l(i"')?31  («■"'), 


en  désignant  par  l'^^^{iu')  ce  que  devient  i'p,^^  quand  on  j  rem- 

dz 
place  u  par  iu';  -.—,  est  donc  positif  et  z  croît  de  o  à 

I  .  I  I 

7Ç0lW3=    .  =      ,■  ■' 

*  isje^—ei        \Jei  —  e^ 

comme  on  s'en  convainc  en  se  reportant  aux  formules  (LX, ,  XIII4) . 
Puisque  la  dérivée  de  z  est  positive,  elle  est  donnée  par  la  for- 
mule 

=  /[i  -(ei  -  e,}  z^Hi  -(e,-e,)z^], 

les  radicaux  étant  pris  avec  le  sens  arithmétique,  et  l'on  a  par 
conséquent 


v^e,  — ( 


dz 


^[f  —  (e,-e.2)z^][i-iei-e3)z^\ 
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OU,  en  remplaçant  ;;  par  ■. 

V  «1  —  «3 

dx 


-^  /ei  —  «3  ^  /     — = 


ici  encore  A"'  a  le  même  sens  (XXXVII5)  qu'au  n°  170,  savoir  : 

np^  y/gi  —  e%  _  Srt(o)_ 
^     ""*/e;zr^       2^3(0)' 

y/ A"  el  \Jk'  sont  réels,  positifs  et  plus  petits  que  i.  • 

Les  formules  qui  donnent,  dans  ce  cas,  o),,  -^  au  moyen  de  ei, 

^2,  ^3  doivent  naturellement  être  rapprochées  de  celles  qui  ont 
été  obtenues  au  n°  297. 

299.  Ajoutons  enfin  quelques  remarques  relatives  à  l'homo- 
généité, que  le  lecteur  rapprochera  de  celles  qui  ont  été  faites  au 
n°  M  9.  En  reprenant  pour  un  moment  les  notations  de  ce  numéro, 
c'est-à-dire  en  posant 

w'i  =  Xwi,  0)3  =  Xa)3, 

on  trouve  de  suite,  à  l'aide  des  formules  (XVIIl2_3), 

1(0      ^oa("|wi,  w's)^  X^oa  (y    '^H,^3J, 
(2)     ^ao(w|  w'i,  co'3)  =  l^ato  (I    w,,t03J, 

1(3)       ?py(u|  W'i,  W'3)=         ^Py^j     0)1,  W3J. 

Il  suit  de  là  que,  si  l'on  désigne  par  (p  une  fonction  de  Wj,  (O3 
qui  soit,  comme  T,a  ou  y/e» —  ep,  homogène  par  rapport  à  w,,  w, 
et  du  degré  —  i ,  les  fonctions 


?$oaf-    w,,t03J,      Ipyf-    w,,W3J 


ne  dépendront  que  de  l'argument  11  d'une  part,   du  rapport 
de  l'autre;  en  effet,  si  l'on  pose 


? 

to, 


Xcp'=  Xcp  (Xwi.  XW3)  =  Ç  (W,,  W3), 

T.  et  M.  -  II. 
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300.  Trois  de  ces  fonctions, 


?ba 


wijWsj»        ^Prl^r"!'^»)' 


dont  le  rôle  a  été  et  restera  considérable  dans  la  théorie  des 
fonctions  doublement  périodiques  et  dans  les  applications  de  cette 
théorie,  ont  été  introduites  tout  d'abord  par  Jacobi,  qui  les  a 
nommées  fonctions  elliptiques  de  V argument  u  et  du  module  k] 
il  les  a  désignées,  pour  des  raisons  que  nous  ferons  connaître  plus 
tard,  par  les  notations 

sin am ( M,  Â: ),     cosam(a,  A:),     Aam(a,  A:). 

C'est  l'étude  de  ces  fonctions  elliptiques,  que  nous  désigne- 
rons (*)  par 

sn(M, /f),     cn(u,  X:),     dn(«, /:), 

qui  fera  l'objet  du  paragraphe  suivant. 


II.   —  Les  fonctions  sn,  en,  dn. 


301.  Supposant  que  la  partie  réelle  du  rapport  -^  soit  positive 
et  que,  par  conséquent,  r,4t03 — visw,  soit  égal  a  — >   nous  pose- 


rons 

i(i)  ?,n{u,k)^s/ei—ez^ 

{'!)  cn(«,/c)  =  ^,3 

[  (3)  dn(M,^)=  ^23 


—  <'3  ?03  ( 

u 

/«l  —  «3 

U 

(Ul,  Wo   1  , 

/^l—  ^3 

U 

0)1,  tOsJ. 

/ei— 63 

^=    "Jl)  "J3    , 


(' )  La  notation  sn,  en,  dn  a  été  proposée  par  Gudermann.  Elle  a  été  adoptée 
par  un  grand  nombre  d'auteurs,  en  particulier  par  M.  Hermite,  avec  une  légère 
différence  sur  laquelle  nous  insistons  plus  loin  (n"  317). 
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Quand  on  ne  veut  pas  mettre  k  en  évidence,  on  écrit  simplement 
snw,   cnu,   ànu^  au  lieu  de  sn(^f,  A),   cn(w,  A"),  àn(^u,k). 

Ces  trois  fonctions  sont  homogènes  de  degré  zéro  en  w,,  (03  ; 
elles  ne  dépendent  donc  (n°  299)  que  de  l'argument  u  et  du  rapport 

T  =  — .   Ce  fait  si  important  doit  se  manifester  dans  les  relations 

algébriques  et  dans  les  équations  différentielles  que  vérifient  les 
quantités  sum,  en  m,  ànu,  équations  que  l'on  déduit  facilement 
de  celles  que  vérifie  la  fonction  ^. 

302.  En  désignant  par  su'm,  en' m,  An' u  les  dérivées  de  snM, 
cnw,  ànu  par  rapport  à  u^  et  par 


Ços 


/ei- 


ez 


V. 


\/ei  —  es 


Ç23 


\/ei- 


ce   que    deviennent   les  dérivées  ^'o^u,   ^^m,    ^23^^    de    ^03^,   ^13 m, 

^23 M  quand  on  y  remplace  u  par ■.   et  en  tenant  compte 

des  relations 

on  trouve  immédiatement 


(r)      sn'u=  ^'03  (-7—^ )  =  ^13  (-7=^^=)  Us  (  -7=^=]  =caudnu, 


(2)     en' a  =  — 


/ei  — 


r.3 


es 


V^^i  —  «3 


(LXVIII)     ( 


=  —  y/^i— es^c 


(3)     dn'M=  — 


V^i- 


r. 


s/ex  —  63 


/ 


Ci  —  63 


=  Ç03       -7 Ç13 


v/^i — ^3       Vv^ei  —  63/ """^y/e,— 63 
D'ailleurs  deux  des  relations  (LIXc),  savoir 

"^       ei— es        62—63' 


=  —  su  M  du  M, 


=  —  Ar^sn  «  en  i 
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donnent  immédiatement 


on  a  donc 

i  (i)      sn^u  -+-       en-  u  —  i, 
(LXIX)  \      ' 

^  '  I   (2)     dn2M-|-/-2sn2w,  =  1, 

et  l'on  voit,  à  cause  de  ces  relations  et  de  l'expression  de  la  dé- 
rivée de  snM,  que  sum  vérifie  l'équation  différentielle 

(LXXi)  sn'2w  =  (i  — sn2M)(i  — A:2sn2M). 

On  voit  aussi  que  en  m,  dna  vérifient  les  équations  différentielles 

(2)     cn'2a  =  (i  — cn2M)(i  — A-2  4- A-2cn2«), 


(LXX) 

I  (3)    dn'2a  =  (i— dn2«)(dn2a  — n-A:2) 

Dans  toutes  ces  relations  ne  figure  que  l'argument  11  et  la  quan- 
tité k  qui  ne  dépend  que  de  t,  comme  on  le  voit  sur  la  formule 
(XXXVII^). 

Nous  entendrons  toujours  par  module  et  module  complémen- 
taire des  fonctions  elliptiques  sn(M,  A"),  en  (m,  A),  dn(M,A')  les 
quantités  k  et  k' . 

303.   Si  l'on  lient  compte  des  relations  (LIX,) 
t    „  ï  j    „  _  v^P  "  —  gi  t    „  _  /p  «  -  gg 

Ç03«—       ,  >  Çl3^  =       ,  >  Ç23  ^  —       ,  > 

V/pW  —  63  V/P"—  «3  VP"— «3 

on  voit  que  les  fonctions  elliptiques  sn,  en,  dn  sont  liées  à  la 
fonction  jd  par  les  relations 


(4)     %Vii^u\Jex—ez,k)=        '       -~  , 
s/pu  —  e^ 

(LXVII)  W5)     cn(Mv/e,-e3,/0=-^7^i^^^' 

s/ pu  — 63 


(6)     dn  ( tt  y/ei  —  es,  A:)  =  ^^-^^ ^ . 

V  P  «  —  «3 


LES   QUOTIENTS    DES   FONCTIONS   O"   BT    DES   FONCTIONS   3r.  l8l 

Les  fonctions 

sn^{ui/ei—  es),         cn*(M /ei  —  63),         dn*{u\^ei— 63) 

sont  donc  des  fonctions  rationnelles  et  linéaires  de  la  fonction  pu, 
et  l'on  a  en  particulier 

«1  —  es 


(LXVJI7)  pu  =  63-^ 


1^(11^61—63) 


304.  En  vertu  de  la  définition  même  des  fonctions  snw,  en  m, 

dnw,  on  a 

sno  =  o,         cno  =  I,         dno  =  i, 
et  par  suite 

sn'o  =  i,         cn'o  =^  o,         dn'o -- o. 

On  peut  donc  définir  sn(w,  ^)  comme  une  fonction  univoque 
de  u  qui  s'annule  pour  u^o,  dont  la  dérivée  pour  u  =  o  est 
positive  et  qui  vérifie  l'équation  différentielle 

On  verra  plus  tard  que,  réciproquement,  quand  on  se  donne  k, 
il  existe  une  fonction  univoque  sn(M,A')  vérifiant  cette  équation 
différentielle  et  satisfaisant  aux  conditions  précédentes;  puis  des 

quantités  cl)<,  (O3  dont  le  rapport  seul   t=  —    est  déterminé,   le 

coefficient  de  i  dans  ce  rapport  étant  positif,  telles  enfin  que,  en 
construisant  avec  ces  quantités  les  fonctions  es',  i,  la  fonction 
sn(u,  k)  définie  par  l'équation  différentielle  soit  précisément 
celle  que  définit  de  son  côté  l'équation 


—  ^61  —  63^0 


/ei  —  «3 


(x>i,   0)3 


305.  On  connaît  les  valeurs  de  ^03 ^^,  ^\3U,  ^03  w  pour  M  =  to,, 
u  =  (O2,  M  :=  W3  et  l'on  sait  ce  que  deviennent  ces  fonctions  quand 
on  augmente  u  de  Wi,  (02,  W3.  Il  est  donc  aisé  d'avoir  les  valeurs 
des  fonctions    snw,  cnw,  dau,  pour   les  valeurs   de   u   égales    à 

*»>iV^<  —  ^35  "2V/^t  —  ^35  <»i3v/^) — 63  et  ce   qu'elles   deviennent 
quand  on  augmente  u  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  quantités. 
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Il  convient,   pour  nous   rapprocher  encore   des    notations    de 
Jacobi,  de  poser 

(LXXI)  j^'^     oW«T=^  =  K, 

on  en  conclut,  à  cause  des  formules  (XXXVT/,  ), 

(LXXI)  I  (3)     K=^Sri^olT), 

j  (4)    K'=-^-^^lio\'z), 

de  sorte  que  l'on  peut  envisager  K  et  K'  comme  étant  des  fonc- 
tions de  t;  on  voit  d'ailleurs,  sur  ces  formules,  que  la  partie  réelle 

K'  T 

du  rapport  ^^  =:  -.  est  toujours  positive  et  que  l'on  a 

(LXXI5)  g==e    ''^. 

Nous  n'emploierons  pas  de  notation  spéciale  pour 


W2  y/ei—  63  =  —  (  K  -{-  iK'). 

Observons  de  suite  qne,  si  w,  et -^  sont  réels  et  positifs,  on  a 

dx 


K=  r'       _^^_ K'=  r'-^ 


en  donnant  aux  radicaux  le  sens  arithmétique. 

306.  Avant  d'écrire  le  Tableau  qui  donne  les  valeurs  de  sn  m, 
cnw,  ànii  pour  les  valeurs  K,  t'K.',  K-l-iK.',  ou  les  formes  que 
prennent  ces  fonctions  quand  on  y  remplace  u  par  m  +  K? 
u  -H  iK',  w  +  K  +  i¥J,  w  H-  2  K,  m  +  2  «K',  «^  +  2 K  +  a  iK', 
remarquons  que  les  fonctions  snw,  en  a,  ànu  peuvent  être  définies 
au  moyen  des  fonctions  2»;  il  suffit,  pour  cela,  de  se  reporter  aux 
formules  (KXXIIIs.c), 

â'i(o)  '  "  H7a+i(o) 
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qui  donnent  immédiatement 
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lit  =  atoi/e,  —  «3  5-7 


/ 
2r4(o)     *  \ioii\/ei—e3 


S'.Coj 


dn 


2r3(o) 


W'^ 


aoj,  v/ei 


C3 


2^4 


^4 


u 


atoiv^ej—  «3 


2  0)1  y/ei  —  63 


2  0Jlv/ei— «3 


OU,    en    se    reportant    aux    formules    (XXXVI3,    XXXVII, 
LXXI,_3), 


(LXXI) 


(6)     snu 


(7)     cnM  = 


.Ma) 


/Â- 


y/^'^^ 


(8)     dnu^  \/k 


il 


307.  Ces  formules  mettent  en  évidence  ce  fait  que  les  pôles  des 
fonctions  snw,  cn?^,  dnw,  qui  sont  tous  simples,  sont  les  zéros  de 

la  fonction  S-,  (  — ^^  j>  c'est-à-dire  les  points 

u  =  iK'-+-  imK  -;-  îniK' , 

m,  n  étant  des  nombres  entiers;  on  voit  de  même  que  les  zéros 
de  snw,  en  m,  Anu  sont  respectivement  congrus  aux  nombres  o,  K, 
K -h  iYJ  {modulis  2K,  ii¥J).  Elles  sont  d'ailleurs  aussi  propres 
que  les  premières  définitions  à  fournir  le  Tableau  de  formules  que 
nous  avions  en  vue,  et  qui  résultent  alors  des  formules  (XXXIV); 
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on  parvient  ainsi  aux  résultats  suivants  : 

isn(—  a,  k)  =  —  sn{u,  k), 
cn{- u,k)=  cn(u,k), 
dn( — u,  k)  =      dn(u,  k). 

i    sn(w-t-2K)= — snM, 

(LXXIIj)  '   cn(M-i-2K)  =  — cnK, 

(    dn  (m  -4-  2K)  -       dn  u. 

isn{u  -h  7.iK')  =  snu, 
en  (a  -f-  2tK')  =  —  en  M, 
dn  (m  -f-  liK')  =  —  dnu. 

l    sn  (m -1- 2K -+- 21K')  —  —  snu, 

(LXXIf.,)  <    en  (m -H  2K  H- 2tK')  —       en  a, 

(  dn  (a -f- 2K -J- 2îK'}  —  —  dnw. 

sn(a  -1-  K)  =  -j ) 

du  a 


snu 


(LXXII5)  /   cn{u-i-K)=  —  k'  ^, 

dn(u  M-  K)  =  k'  ~, —  • 
(  dnM 

1    sn  (a -+- îK')  =  -7 j 

l  A-  snM 

(LXXII,;)  <    cn(M-t-iK')  =  —  7  -— , 

^  \  k  sn  u 

I    1     /  -T^,  .en  M 

(  dn(M-i-tK)  =  —  i • 

\  sn  M 

I   dna 

sn(M  +  K-4-iK)=  -, j 

A-   en  w  . 

k'      I 

(LXXII7)  /    cn(tt  +  K-4-tK')=  — i-r  

A   en  H 


d  n  (  Jt  +  K  -r-  t  K'  )  =  ik' 


snu 
en  M 


Il  résulte  de  là  qvie  sn^^,  cnii,  dnu  sont  des  fonctions  double- 
ment périodiques  admettant  comme  périodes  primitives  les 
nombres  4K-,  2.i¥i''^  4^,  aK  +  aiK';  2K,  ^ïK!  respectivement. 
Les  carrés  de  ces  fonctions  admettent  comme  périodes  primitives 
2K,  2iK'. 
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308.  En  posant  w  =  o  dans  les   formules  précédentes,   on  a 
immédiatement 

sno  =  o,  snK  =  i,  sn(K -+- iK')  =  j ,  sniK'=a), 

cno  =  I,         cnK  =  o,  cn(K -+- iK')  =  —  t -^  ,  cnt'K'^oo, 

dno  =  i,         dnK  =  X:',  dn(K  — tK')  =  o,  dntK'=», 

sn2K=      o,  sn(2K -1- 2iK')  =      o,  sn2tK'=      o, 

cn2K  =  —  I,  cn(2K -1- 2tK')  =      i,  cn2tK'  =  — i, 

dn2K=       I,         dn(2K -H  2iK')  =  —  i,  dn2tK'  =  —  i. 

Ces  formules  montrent  immédiatement  que,  dans  le  parallélo- 
gramme primitif  o,  4^,  2fR',  4K.  +  2îK',  les  zéros  de  la  fonc- 
tion snw  sont  o,  2K,  et  que  ses  pôles  sont  i¥J,  aK-hïK';  ces 
zéros  et  ces  pôles  sont  simples.  Ce  fait  est  mis  en  évidence  sur 
\di  Jig.  I  du  Tableau  de  formules,  où  l'on  a  noté  les  valeurs  de  la 
fonction  ^=:sn(«,  A")  aux  points  dont  l'affîxe  u  est  mK-f-Ai'R', 
m  —  o,  I,  2,  3,  4 


n  =  o,  I,  2 

Les  Jig.  2  et  3  du  Tableau  de  formules  mettent  de  même  en  évi- 
dence les  deux  zéros  et  les  deux  pôles,  tous  simples,  des  fonc- 
tions cnw,  du  M  dans  leurs  premiers  parallélogrammes  ('). 

309.  Les  formules  d'addition  résultent  immédiatement  des 
formules  établies  pour  les  fonctions  \.  Nous  nous  contentons  de 
les  écrire  : 


,    ,  ,  ,        snw  cna  dna -^  sna  CDM  dnM 

(  i)     sn(a  -\-  a)  =  — 


(LXXIII)    /  (2)     cn(M  +  a)  = 
I   (3)     dn(M  -f-  a)  = 


en  M  en  a  —  snu  dn  usna  dna 

1  —  A^  sn^  u  sn^a 
dn  M  dn  a  —  k^  sn  a  en  a  sn  a  en  a 
I  —  k^  sn^u  sn^a 


(')  La  Jig.  4  du  Tableau  de  formules  se  rapporte  à  la  fonction  p{u\  w,,a),); 
elle  met  en  évidence  le  fait  que  la  somme  des  deux  zéros  de  cette  fonction  si- 
tués dans  le  parallélogramme  primitif  :  o,  aw,,  —  awj,  20)^,  est  égale  à  —  aw^,  et 
que  le  point  o  est  un  pôle  double  de  cette  fonction. 
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(i)     sn(aH-a)sn(M  —  a)  = 

(LXXIV)    {(2)     cn{u-ha)cn(u  —  a)  = 

(3)     dïi{u  -\~  a)  c\n(u  —  «)  = 


I  —  k^  sn^u  sn^a 

i  —  A"2  sn'^a  sn^u 
àn^a  —  k^  cn^a  sn^  u 


k^  sn^a  sn2  u 


2  sn  M  cna  dna 

(4)      sn(M  H-  a) -+-  sn(«  —  a)  =  -' j-z — ; r—: 


(5)     sn(if  +  «)-sn(M  —  a) 


2  sna  criM  dnw 
2  en  M  en  a 


(6)     en(M -4- «) -f-en(M  —  a)—  i<,      «         ,     ' 

(LXXIII)  ( 

1  — 2  snwdnM  sna  dna 


(7)  cn(u-+-a) — en(M.  —  a)  = 

(8)  dn(M-i-a)-f-dn(a  —  a)  = 

(9)  dn(M-!-a)  —  dn(u  —  a)  = 


I  —  k^  sn^usn'^a 

2dnMdna 
I  —  k^  sn^u  sn^a 

—  2  ^2  snM  CHM  sna  cna 
1  —  k^  sn^wsn^a 


310.  Considérons,  par  exemple,  la  formule  (LXXIII5)  :  le  pre- 
mier membre  est  nul  si  la  quantité  sn«  est  nulle  pu  infinie,  c'est- 
à-dire  si  l'on  a 

a  =  2  /n K  -H  /n'  t  K', 

en  désignant  par  m  et  m'  des  entiers  quelconques,  ou  si  l'une  des 
quantités  cnw,  dnz/  est  nulle,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

u  =  (2/?i-J-  i)K  -H  m't'K'. 

Ce  premier  membre  d'ailleurs  ne  peut  être  nul  que  dans  l'un 
ou  l'autre  de  ces  cas. 

On  conclut  de  là  que  toutes  les  solutions  de  l'équation 


sna;  —  sna 


sont  données  par  les  formules 

x=       a. -+- ^  mK -h -2 m' iK' , 
ic=—(x-i-{^m   -t- 2)K -4- 2/n'iK'. 

On  trouve  de  même  que  toutes  les  solutions  de  l'équation 


cna^  =  en  a 
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sont  données  par  les  formules 

X  =  ±  a  -+-  ^ niK  ^  ^m' ïK', 

X  —  zh  a-4-(4»î  -+-  2)K  -I-  (4»i'-i-  2)  t'K', 

et  que  toutes  les  solutions  de  l'équation 

dna;  =  dna 

sont  données  par  la  formule 

X  —  zb  a  -h  2  m  K  -T-  4  /w'  t  K.'. 

En  particulier,  les  solutions  des  équations 


.    I 
sna7==ni,         %x\^x  ^  zn -;•, 


Arvx  =  i  1 


sont  égales  deux  à  deux. 


311.  Supposons  w,  et -:^  réels  et  positifs.  Si  l'on  se  reporte 
aux  formules  qui  définissent  A"  et  k' ,  en  se  rappelant  (n°  121)  que 
\  ^2 — Cz  est  un  nombre  négatif  tandis  que  \Je^  —  e^^^yj e^ — e., 
sont  des  nombres  positifs,  on  voit  que  A"  et  k'  sont  positifs, 
plus  petits  que  i;  K  et  K'  exprimés  au  moyen  de  A"-,  k'-  par  les 
formules 


'h     >J{_\  —  x^)(\~k'^x^) 

Jr^  dx 


a7*)(i  — A:'2a:2) 


sont  réels  et  positifs. 


Si  u  est  une  variable  réelle,  les  formules  qui  donnent  snw. 
en  M,  dni^,  sous  forme  de  quotients  de  2r  montrent  que  ces  fonc- 
tions sont  réelles.  Si  u  reste  compris  entre  o  et  K,  aucune  des 
dérivées  ne  peut  changer  de  signe  :  les  fonctions  varient  donc 
toujours  dans  le  même  sens;  sn  m  croît  de  o  à  i,  cnw  décroît  de 
I  à  o,  dnw  de  I  à  A"'.  Il  convient  de  remarquer  que  la  fonction 
dnw,  qui  ne  s'annule  et  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur 
réelle  de  a,  reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  //. 
De  même,  quand  u  croît  de  K  à  2  R,  les  dérivées  ne  peuvent  encore 
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changer  de  signe;  snii  décroît  de  i  à  o,  en  w  décroît  de  o  à  —  i, 
dn  II  croît  de  A"'  à  i . 

Ensuite  les  formules   relatives   à  l'addition  de   aK  montrent 
comment  les  choses  se  passent  dans  l'intervalle  (2K,  4^^)- 

312.  Lorsque  u  =  iu'  est  purement  imaginaire, -:  sn(/M')  est 

une  fonction  réelle  de  u'  ainsi  que  en  (m')  elàn(iu').  Les  dérivées 
par  rapport  à  u'  de  ces  fonctions  sont  respectivement 

cn(iu')dn{iu'),     -  sn(m')  dn(m'),     -:  k^snÇ iu')  en (iu'); 

elles  ne  changent  pas  de  signe  quand  u'  croît  de  o  à  R';  dans  cet 
intervalle  -  sn( m'),  cn(m')  et  dn(tw')  ne  peuvent  prendre  que 
des  valeurs  positives  puisque  ces  fonctions  sont  positives  pour 
u'=  o  et  ne  peuvent  changer  de  signe  ;  on  voit  donc  que  -r.sn(iw') 
croît  de  o  à  H-  00,  et  que  cn(iu')  et  dn(iw')  croissent  de  i  à  +  00. 
D'ailleurs,  quand  u'  tend  vers  K',  le  quotient  — —7-7^  tend  vers  k, 

,    I  —  k^sn^iiu')  ,  ,„  dn( iu') 

puisque  son  carre  .,,  .  ,,     tend  vers  k^  et  que  — 7^-7^  reste 

^       ^  I  —  sn^(ijt  )  ^        cn{iu) 

réel  et  positif. 

Lorsque  u'  croît  de  R'  à  2R',  — ^^i — ->  cn(îM'),   dn(^iu')  crois- 
sent de  —  00  à  o,  —  I  et  —  i  respectivement. 

313.  Enfin  la  formule 

,  .,  ,  j  .^         2sn(bi)  cna  dna 

sn{a -\- 01)  —  sn{a—oi)  = 


i  —  k^sn-^asn^ibi) 


OÙ  a  et  6  sont  supposés  réels  et  où  le  dénominateur  du  second 
membre  est  par  conséquent  réel,  montre  que  sn(a  -h  bi)  ne  peut 
être  réel  que  si  b  est  un  multiple  de  R'  ou  si  a  est  un  multiple 
impair  de  R.  Si  b  est  un  multiple  pair  de  R',  en  effet,  le  facteur 
sn(bi)  est  nul;  si  b  est  un  multiple  impair  de  R',  sn'^ (bi)  qui 
figure  au  dénominateur  est  infini  et  le  second  membre  est  en- 
core nul;  si  enfin  a  est  un  multiple  impair  de  R,  cna  est  nul. 

D'ailleurs,  dans  ces  différents  cas,  sn(a  +  bi)  est  réel.  En  parti- 
culier, on  voit  que  sn  u  est  réel  quand  le  point  u  va  en  ligne  droite 
de  o  à  R,  de  R  à  R  -h  iKJ,  de  R-H  iK'  à  iK!.  Le  point  u  décrit 
alors  trois  côtés  d'un  rectangle;  pour  le  premier  côté  snM  croît 
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de  G  à  1;  pour  le  second  de  i  à  j;  pour  le  troisième  de  r  à  -f-  oo. 

Enfin,  si  snu  est  réel  et  positif,  les  formules  du  n°  310  donnent 
toutes  les  valeurs  de  u,  en  j  supposant  que  a  soit  représenté  par 
l'un  des  points  de  la  ligne  brisée  précédente. 

De  même  pour  les  valeurs  réelles  et  négatives  de  isnu  et  le 
quatrième  côté  du  précédent  rectangle. 

Les  autres  fonctions  en  m,  dnw  donneraient  lieu  à  des  obser- 
vations analogues  que  le  lecteur  n'aura  aucune  peine  à  faire  de 
lui-même. 

314.  Les  fonctions  2»  et  leurs  quotients  ont  été  envisagés  par 
plusieurs  géomètres;  elles  se  présentent  souvent  sous  d'autres 
formes  qu'il  nous  reste  encore  à  faire  connaître. 

Comme  l'a  fait  observer  Kronecker  dans  ses  Cours  et  dans 
plusieurs  de  ses  Mémoires,  la  fonction  doublement  périodique 

%(^\^) 

s'introduit  d'elle-même  dans  quelques  questions  importantes 
d'Arithmétique  et  d'Algèbre. 

Kronecker  désigne  par  fonction  elliptique  El,  la  fonction  de 
deux  variables  v  et  t, 

(LXXVO  El(.,x)=|4^^. 

En  tenant  compte  des  formules  (XXXIIIg^ ,  2),  (XL2),  (XXXVII4), 
on  voit  que  cette  fonction  est  liée  aux  fonctions  doublement  pério- 
diques précédemment  définies,  par  les  relations 

(LXXV2)  EUi^,  -)  =  -  V^ej  — 63  v/ei— 63  $03(2a|  x), 


(LXXV3) 


Pour  les  valeurs  particulières  o,  ->  — -, —  »  -  de  l'argument  v,  on 

4       4       4 
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a  immédiatement 


(  LXXV4) 


Les  deux  relations 

^    /  V -\- m -[- ni     x\        ?Si{v -\- m -^,111) 
iiil 


El 


2  2  /        Sfi  (  t»  -h  /?i  -h  n  X  ) 

=<-)"li:^=<-')'»Ei(^u). 


où  m,  /i  sont  deux  entiers  quelconques,  se  déduisent  sans  peine 
des  formules  (XXXIV).  En  supposant  m  pair  et  en  remplaçant  p, 
m,  T  par  2P,  2  m,  ar,  on  obtient  les  relations 

i(5)     £!((;  + Tw-i- /îT,x)  =  E1(p,t), 
(6)     El(p+-,  t)  =  ^,/        . 
V         2       /       EI(P,x) 

dont  la  première  met  bien  en  évidence  la  double  périodicité  de  la 
fonction  El. 

En  remplaçant  sn(w,  A")  par  sa  valeur 

on  peut  mettre  la  relation 

cnu  dnu  —  —z —  =  /(i  —  sn^u){i  —  k^  sn^u) 

sous  la  forme 

dEl  (i>,  -)  / ^ ■ ^ 
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OÙ  l'on  a  posé  (*)  avec  Jacobi 

(LXXVt)  ?  =  ^^P 

la  formule  d'addition    de   la   fonction    elliptique    K\(v,-)    s'en 
déduit  facilement  :  si  x,  y,  z  désignent  les  trois  fonctions 

on  a 

315.  En  terminant  ce  paragraphe,  indiquons,  relativement  aux 
fonctions  2r,  d'autres  notations  qui  ont  un  grand  intérêt  historique, 
qui  sont  souvent  commodes,  et  dont  nous  aurons  à  faire  usage. 

En  conservant  aux  quantités  K  et  K' la  signification  donnée  par 
les  formules  (LXXl3_4),  posons 

(LXXVI)  I 

1(3,    H,(.)-.%(^), 

[(4)    e,(.)=3,(^). 

Les  fonctions  sna:,  cn^r,  dn^  s'expriment  très  simplement  au 
moyen  des  fonctions  H(^),  H,  (.r),  6(.r),  0,  (x)  du  même  argu- 
ment £C.  On  a 

I      H(x) 


;   (5)     snx  = 
(LXXVI)  1(6)     cn^  = 


s/k     6(37)    ^ 


Les  fonctions  H(.r),  0(:z;),  'Ri{x),  6|(^)  jouissent  des  pro- 


(')  Œuvres,  t.  I,  p.  266. 
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priétés    suivantes,    qu'on    déduit    immédiatement    des    formules 

(XXXIV) 


(LXXVII,) 


Hix-h-imK)   =(— i)'«H(a7), 

Hi(x-h-2./nK)=  (— i)'«H,(^), 
Si{x  -h  imK)  =  &i(x); 


n(x-hamiK')   =f— i)'»AH(^), 
e(x-+-7.miK')    =  (— i)"'Ae  CiP), 
(LXXVII2)  /  Hi(ic-j-2miK')  =  AHi(a;), 

01  (x-himiK')  =  A  01  (3?), 


(LXXVII3) 


A  =  e'       K"""""!^ 


H(^-hK)   =      Hi(^), 
e(x-i-K)    =       Si  (x), 
Hi(:r  +  K)=-H(^), 
Biix-hK)—      e{x); 


l  H(x-^iK')   =  iBe(x), 

l  e{x-+-iK')    =  iBU(x), 

(LXXVII,)  ^  îl,{x  +  iK')=    BBix), 


ei{x-hiK')=    BHi(a7), 
B  =  eT  K  -?  T. 


m  étant  un  entier  quelconque. 

316.  En  se  reportant  aux  formules  (XXXIIIj.g),  on  a  immé- 
diatement, en  remplaçant  la  lettre  u  par  la  lettre  a;, 


(LXXVIII) 


^3 


H(^)' 


7), a?  / H',  (x) 


/ -e;(a7) 


7)ia:         / e'(ar) 

Nous  poserons  aussi 

(LXXIX,)  Z(a7)=|^^ 
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on  a  alors  immédiatement  les  relations 
(LXXIX2)  Z{x-^iK)=^Z{x), 

(LXXIX3)  Z(ar-t-2iK')  =  Z(a7)-  ij. 

317.  C'est  ici  qu'il  convient  peut-être  d'expliquer  la  différence 
entre  les  notations  que  nous  adoptons  et  celles  de   M.  Hermite. 

Dans  la  plupart  des  Mémoires  de  l'illustre  auteur  et,  en  particu- 
lier, dans  son  Cours  autographié  de  la  Faculté  des  Sciences, 

Iv  et  K'  désignent  des  quantités  quelconques  assujetties  seulement 

K' 
à  ce  que  la  partie   réelle   du   rapport  -^    soit  positive;   il  pose 

alors  (') 

K' 

q  =  e        ^ 

n  ix)=      -i.  va  sin  ~jy  —  li/q^  s^m  — r^ — \-z)/q-»sin  — r? .  . . , 

iK  ^  2K  ^  2K 

^   ,    .  ira"  ,  2.-KX  Stzx 

6   {x)=  i  — iq  cos  -jT 1-     "îq*  cos  —^ 2^'  cos  — r--     -)-..., 

Hi(a?)=     2  v'â'cos  — ^  -+-2  v/7'cos  —^j-  -1-2/7^*008  — =7-  -!-..., 
^         2K  ^  2K  '^  aK 

tzor  ^izoc  3  Tc  T" 

«1  (37)=  1 -f-ag-cos -j^  H-     2<7*  cos  -^-  -I-    2^9cos— tt^     -h.... 

Les  quantités  K  et  K'  de  M.  Hermite  étant  quelconques,  on 
peut,  sans  inconvénient,  les  identifier  avec  celles  que  nous  dési- 
gnons par  (0,  et  -^;  si  l'on  adopte  cette  convention,  les  fonctions 

H(;r),  %{x)^  H,(^),  0,  (a;),  avec  le  sens  que  leur  donne  M.  Her- 
mite, sont  respectivement 

M.  Hermite  pose  ensuite 

1    H(ar)  /FHi(^)  r-,  e,(ar) 

snar=---f-— ,  cna?=  ^  S  dna?  =  /X:'     ''    ;; 

y/^e(a7)  ^^r.    e(a:-)  Q{x)  ' 

T.  et  M.  -  II.  i3 
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les  fonctions  qu'il  désigne  par  sn^,  cn:r,  dna;  sont  donc 
celles  que  nous  désignons  respectivement  par  snyx\Jei  —  e.j), 
cn(^Y/6')  —  63),  dn(a:y/(?( — 63).  Au  surplus,  pour  M.  Hermite, 

admet  pour  limite,  quand  x  tend  vers   o,  la  quantité  qu'il 

désigne  par  10,  savoir  : 

1    H'(o)^        1        Sr;(o)^    ^ 

318.  Briot  et  Bouquet  emploient  les  notations 

avec  le  sens  que  M.  Hermite  donne  aux  symboles  sn^,  cn^,  dn^. 
Leurs  notations  s'identifient  avec  celles  que  nous  avons  suivies,  en 
supposant  que  les  quantités  qu'ils  désignent  parco,  to'  soient  celles 
que  nous  désignons  paraw,,  2W3  et  en  posant 

li^x)  =  sn(v/ei  —  6337)) 
lJi{x)=  cn(}/ei—e3x), 
v(x)  =dn(v/ei  —  e^x). 

319.  Si,  au  lieu  de  laisser  les  quantités  K,  K'  indéterminées, 
on  suppose  K  et  K'  définies  comme  fonctions  de  la  variable  k  par 
les  deux  intégrales 

r^  dx  ^,  _   r  dx 

^"J,    sJ{i-x^){i-'W^)'  ~  X    \/ii-x^){i-k'^x^)' 

si  l'on  pose  ensuite 

q  =  e 

et  si  l'on  entend  alors  par  H  (x),  0(^),  H,  (^),  0,  (^),  les  quatre 
fonctions  définies  par  les  relations 

TT/       N  O,      /    ^    \  4/-     •       '^'^  4/~î     •        ^Tia? 

E{x)    =2r,  ^^-j  =  2v/^sm  —     — -i/ry^sin— j^  +..., 

r.       /    X    \  -KX  ,  "X-KX 

0(37)    =^,^[—-\=i—iq  COS-—  -\-   iq*  cos 


K' 


31137 


B,ix)  =  :7,(^^)=2^/q  COS^     -r-2^q^sm-^ 
61  (.r)  =  :J3  (  -^  1  =  1+2^  cos-j^  -t-  2gr»  cos 


2  7:  a? 
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ces  quatre  fonctions  sont  précisément  celles  de  Jacobi(').  Le 
lecteur  verra  plus  tard,  après  avoir  étudié  le  problème  de  l'inver- 
sion, que  le  sens  que  nous  avons  attaché  aux  s^'mboles  H(;r), 
0(x),  H|  (x),  0|  (x)  au  n°  315,  sens  auquel  nous  nous  attacherons 
dans  tout  ce  qui  suivra,  est  identique  à  celui  de  Jacobi. 

III.  —  Transformation  linéaire  des  fonctions  elliptiques. 

320.  Si  l'on  suppose  Q)  et  Û3  liés  à  w,,  W3  par  les  formules 

Ql  =  «OJi-l-  601.3,  £23=  CWi-H  f/Ws, 

OÙ  a,  b,  c,  d  sont  des  entiers  liés  par  la  relation  ad  —  bc=  i,  les 
fonctions  ioa(«  |  ^j?  ^3)»  ipY(^' I  ^i' ^^3)  s'expriment  immédiate- 
ment au  moyen  des  fonctions  ioa'(«  |  <*>i>  ^3)5  ip'y'("  I  ^"  ^^3)' 
où  a',  '^',  y'  désignent  comme  a,  [i,  y  les  trois  nombres  i,  2,  3, 
rangés  dans  un  ordre  quelconque.  Reportons-nous,  en  effet,  au 
Tableau  (XX©);  ce  Tableau  permettra  de  déterminer,  suivant  les 
valeurs  de  a,  6,  c,  d,   les  valeurs  des  indices  X,  jx,  v  tels  que  l'on 

ait(XX5) 

cf  (u\Çii,9.3)  =  :f(u\o)i,i03), 

a'iiu]  ûi,  as)  =  cs'oiiu  I  wi,  W3), 

a'î(M  I  Qi,  Q3)  =  3'p(M  I  0),,  W3), 
O'sC"!  Ûl,  Q3)  =  3'y(M  I  Wi,  (ris), 

et  il  est  clair  que  les  douze  fonctions  ^  formées  avec  les  demi- 
périodes  O,,  Û3  ne  seront  autres,  dans  leur  ensemble,  que  les 
douze  fonctions  ^  formées  avec  w,,  (03  ;  mais  les  indices  des  fonc- 
tions égales  ne  seront  pas  les  mêmes,  sauf  dans  le  cas  1°  du  Ta- 
bleau (XXe).    - 

321.  La  substitution  d'un  couple  de  périodes  équivalentes  af- 
fecte un  peu  plus  profondément  les  fonctions  snu,  en  m,  dnw,  à 
cause  du  facteur  \/e^  —  63  qu'affecte  aussi  cette  substitution. 

Reprenons   les  notations  du  n"  187,  et  désignons  encore  par 


C)  Comparez  la  lettre  d'IIermite  à   Jacobi,  Wer/.e,  t.  II,  p.  97  et  98,  où  Ion 
trouve  pour  la  première  fois  les  symboles  6,  et  H^, 
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/,  /'  les  quantités  A'(t),  A-'(t),  de  sorte  que  l'on  ait 


(LXXX) 


v/e,-E3       ^3(0  |t) 


Posons  aussi 

(  (3)      L  =  îii  /ei— E3, 


(LXXX) 


(  (4)     îL'=  Q3  /ei— E3. 

On  sait,  dans  chacun  des  six  cas  du  Tableau  (XXe),  exprimer 
y/fi,  —  E3  au  moyen  de  y/e2 —  63 ,  y/e,  —  e^ ,  \Je^  —  Ci  ;  on  pourra 
donc  exprimer  L  et  L' au  moyen  de  K,  K',  A",  k' .  Le  Tableau  (XLVIi) 
donne,  d'autre  part,  les  valeurs  de  <p(t),  <|'(t)  au  moyen  de  »(t:), 
<|^(t),  et,  par  suite,  les  valeurs  de  /=  'f '(t),  /'=  ^^(t)  au  moyen 
de  ^=(p^(x),  A-'=f'(T). 

Plaçons-nous  dans  un  cas  particulier,  par  exemple  dans  le  cas 
0"  du  Tableau  (XXg),  où  X=3,  jj.  =  2,  v  =  i;  «^  o,  6^1, 
c  ^  I,  0?^  o  (mod.  2).  On  a  alors  (XX7) 

/e2— E3  =  i(— 0        ^  /^l—  ^2, 

Z>-f-l 

v/ei— Es  =  i(— 0  ^    s/ei—Ci, 

a  +  b—\ 
V/Ei— E2=t(— 0        ^  /«2—  ^3, 

et,  en  consultant  le  Tableau  du  n°  J87  ou  le  Tableau  (XLV[,  ), 

cd  ab 

on  a  donc  aussi 

b  +  \ 

h  =  i{-i)  2    [aK-hbiK'\, 

b  +  l 

iL'=  i(—i)  2    [cK-hdiK']. 
D'après  la  formule  (LXVII,)  et   en    tenant  compte   du  Ta- 
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bleau  (XX7),  on  a  d'ailleurs 

Ly/Ei— E3 J^ 


i(m,  l)  =  v/ei  — E3'- 


=  /ei  —  E3 


\-f— iQi^Qsl 

LvEi— E3  J 


(Y 

s/ei — ^3          u         . 

^—^ -7 1  ^i-,  ^i 

Vei—  E3  V^ei  — 63  ■       '      ^ 

(Yi 

"iii  ''h 

/El— E3    V'^l  — ^3 

^3 


ty/ei  — g3j 


'97 


d'où  finalement  en  distinguant  deux  cas,  suivant  que  l'on  a 
/>  ^-t-  I  ou  que  l'on  a  6  ^ —  i  (mod.  4),  et  en  faisant  usage  des 
formules  (LXVII,_o,  LXXIIO, 


sn(u,  l)  —  i 


u 

sn  - 
i 

u 
en  -: 


On  irouve  de  même,  dans  ce  cas  5°  du  Tableau  (XXg), 


cn(M,  /)  = 


M 

en  -: 
l 


dn 


dn(M,  l)  = 


u 
en  -: 


Ce  cas  5°  présente  un  intérêt  particulier.  Il  donne  les  formules 
qui  permettent  de  passer  du  cas  où  l'argument  u  est  purement 
imaginaire  au  cas  où  l'argument  u  est  réel;  A'  est  alors  remplacé 
par  ±  k'. 

On  observera  que  les  fonctions  sn(M,  A"),  sn(M,  /)  vérifient  res- 
pectivement les  équations  différentielles 

g=(,-^.)(,-Av'), 
^!=(i-^')[i-(>-'^')7'i- 
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On  est  ainsi  amené  à  cette  proposition,  que  le  lecteur  vérifiera 
sans  peine  :  Si  une  fonction  cp(w)  satisfait  à  la  première  de  ces 
équations,  la  fonction 


v/- 


satisfait  à  la  seconde. 


322.  Les  calculs  se  font,  dans  chaque  cas,  avec  la  même  faci- 
lité. Les  résultats  sont  consignés  dans  les  deux  Tableaux  qui  sui- 
vent, que  nous  avons  séparés  pour  la  commodité  de  l'impression  : 

le  premier  donne  les  valeurs  de  /,  /'  et  du  facteur  ^rj  =       '        ^  ^ 

J^i        \/ 61—63 

par  lequel  il  faut  multiplier  aK+  biYsJ ^  cK  +  di¥J,  pour  obte- 
nir L  et  ?L';  le  second  donne  les  expressions  de  sn(«,  /),  cn[u,  l), 
dn[u,l);  chacun  des  six  cas  des  deux  Tableaux  correspond  aux 
six  cas  du  Tableau  (XXe). 


(LXXXg) 


/. 

V. 

1                  V^F'l—    1^3 

1° 

(—1)2  A- 

ah 
(—1)        2    l^' 

rt  — 1 
(-,)    2 

■1° 

^-H 

d  —  \ 

(-,)  2    A' 

3° 

(-.r'^i- 

a  —  \ 

(-1)   2    A 

4" 

'^  I 

'±1, 
(-.)'  j, 

i{-l)    2      k' 

5° 

cd 

(-1)     ^A' 

ab 

(-1)2  A 

i  +  1 
i(-l)     2 

6° 

-'-^A' 
(-1)     ^j 

ni, 

(-1)     2  A- 

c  —  l 

ii-1)    2     A 
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(LXXXe) 


sn  {u,l). 

cn(?<,  l). 

dn{u,l). 

1° 

snu 

en  M 

dnif 

2° 

u 

k'       ^ 

dn  y7 
k 

dn^, 

I 

dn^, 

3° 

A"  sn  j 

a" 

dn-^. 

u 

4"' 

sn^77 

iA-  

u 

en  T7-, 

îA' 

dn" 
ik 

u 

en  TT-, 
ik 

I 

u 

5° 

u 
sn  -r 

t 

u 
en  -r 

I 

en  -T 
i 

dn^ 
t 

u 
en  — 

6° 

u 

iA- 

dn  — 
jA 

I 

en  -77- 
lA 

dn  -77- 
ik 

On  observera  que  dans  les  deux  cas  i°  et  3°,  c'est-à-dire 
lorsque  c  est  pair,  la  fonction  sna  se  transforme  en  une  fonction 
de  même  nature. 

323.  Lorsque  c  est  un  nombre  pair,  on  voit  sur  le  Tableau 
(XXe)  que  v  est  égal  à  3  et  sur  le  Tableau  (XLIIg)  que  m'"  =  d 
et  que,  par  suite  (XLII7),  on  a 


.—  +  c  +  (/  —  1 


On  a  donc,    en    divisant  membre  à  membre  la  première   et  la 
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quatrième  des  formules  (XLII), 

2r4(v|T)       Sr4((.|T)  ' 

Dans  les   notations  de  Kronecker,   cette  relation  se   présente 
sous  la  forme 

El (     ^  ,  ,  ^^^UeiC^,  i\rT-'^-'^\ 

yia  + -lo-z     'xa-\-%bi)  \i     %) 

En  posant 

a  =  a,         26  =  p,         c  =  2Y,         6^  =  8, 

et  en  remplaçant  v  et  x  par  2P  et  2t,  on  a  donc 


El 


/_JL^,  L±|l)  =El(.,  .),--ôr.n-8-, 


OÙ  a,  [3,  Y,  S  sont  quatre  entiers  dont  le  second  ^  est  pair  et  qui 
sont  liés  par  la  relation  a8 —  j^y  =  i .  Cette  formule  est  d'ailleurs 
équivalente  à  la  suivante  : 

(LXXX7)  El[(û  — pT)p,T]  =  E1(P,  x)i-Sy+2y+5-i, 

OÙ  l'on  a  posé 


T  = 


_  I. 


c'est  la  formule  de  transformation  linéaire  de  la  fonction  ellip- 
tique El,  pour  p  pair,  sous  la  forme  dont  Kronecker  a  fait  usage. 

IV.  —  Transformation  quadratique  des  fonctions  elliptiques. 

324.  La  substitution  aux  deux  demi-périodes  w,,  Wg  des  deux 
demi-périodes 

ûi  =  awi  H- 6W3,         Q3=  cwiH-t/ws, 

lorsque  a,  è,  c,  d  sont  des  entiers  et  que  le  déterminant 
ad — bc^=n  est  positif,  dépend  de  la  multiplication  d'une  pé- 
riode par  n  et  de  substitutions  à  déterminant  H-  i .  [1  nous  reste 
donc  à  faire  pour  les  fonctions  ^,  sn,  ...  ce  que  nous  avons  fait 
pour  les  fonctions  a"  et  2r  (n°^  130  à  145  et  242  à  270).  Les  résul- 
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tats  se  déduisent,  par  de  simples  divisions,  de  ceux  qui  ont  été 
établis  dans  ces  mêmes  numéros.  Comme  alors,  nous  traiterons 
d'abord  du  cas  où  /i  =  2,  puis  de  celui  où  n  est  impair. 

Dans  le  premier  cas,  pour  ce  qui  est  des  fonctions  ^,  nous 
nous  dispenserons  d'écrire  les  formules  qui  résultent  immédiate- 
ment des  Tableaux  (XXII)  à  (XXV);  nous  nous  contenterons  de 
considérer  les  transformations  des  fonctions  sn,  en,  dn  et  nous 
nous  servirons  pour  cela  des  formules  relatives  aux  fonctions  .^  qui 
sont  un  peu  plus  avantageuses. 


325.   Rappelons  d'abord,  parmi  les  formules  (XLIX),  les  sui- 
vantes 


I  — 

^H' 

0 

1  -f- 

^^{z) 

T  — 

?Kt) 

iJ^H^t)  = 


2Cp2(x) 

et  observons,  en  passant,  que  les  deux  dernières  se  déduiraient 
des  deux  premières  en  changeant  t  en On  en  déduit  très  ai- 
sément 


^*(T)  =  /n-A-'=v/^ 


(|;2(2t)' 


(XLIXio) 


/i  -+-  es*  (  x)  =  i/n-  A-  =  ^2         ,        , 

l) 


s/ 1  —  ©M"^)  =  v^i  —  />"  =  \/'i 


î(^)4'" 


32  /  - 


si,  dans  les  derniers  membres,  on  regarde  y/2  comme  un  nombre 
positif,  ces  formules  définissent  les  radicaux  ^ \  -[-  k' ^  \J \  —  /r', 
y/i  +  A-,  y/i  —  k  comme  des  fonctions  univoques  de  x;  en  d'autres 
termes,  ces  formules  ^^eni  le  signe  de  ces  radicaux  qui  appa- 
raissent dans  diverses  questions  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et  que  nous  prendrons  désormais  avec  cette  signification 

précise.  Il  est  bien  clair  que,  si  -r  est  réel  et  positif,  les  radicaux 


202  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

doivent  être  pris  avec  leur  sens  arithmétique,  puisque  les  der- 
niers membres  sont  alors  manifestement  positifs. 

Il  convient  d'observer  que  l'on  a,  en  adoptant  cette  détermina- 
tion des  radicaux, 


la  première  de  ces  relations,  en  effet,  si  l'on  se  reporte  aux  défi- 
nitions, équivaut  à  l'égalité 

qui  résulte  très  facilement  des  formules  (XL1X5_6).  On  a  aussi 


y/a  /i  -\-  k  ^ \  -\-  k'  =  i  -{-  k-{-  k' , 

puisque  les  carrés  des  deux  membres  sont  manifestement  égaux 
et  que  chacun  des  deux  membres  définit  une  fonction  analytique 
de  T  ayant  une  valeur  réelle  et  positive  dans  le  cas  particulier  où 

-  est  réel  et  positif. 

i  ^  

Les  formules  qui  définissent  y/i  -+-  k',  y/i  —  k',  ...  donnent,  in- 
versement, 


)/i-\-k'  ^i-hk' 

326.  Plaçons-nous  dans  le  cas  où  aux  demi-périodes  w,,  103  on 
substitue  les  demi-périodes  —  5  (03  ;  t  est  alors  remplacé  par  ax  et 
si  l'on  désigne  par  y/7  et  y//'  les  quantités  (p^^ax),  (|;2(2x)  qui 
remplacent  y/Â-  =  ^^{"z)  et  \Jk'=  <}^(t),  on  aura,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  dire, 

(LXXXI)  { 

(.)    v/f-v/i-^,, 

où  les  signes  des  radicaux,  fixés  comme  on  l'a  expliqué,   sont 
assurément  tels  que  les  valeurs  de  sjl,  y/7'  coïncident  respective- 
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ment  avec  celles  de 

3r,(o|2T)  &t(oh-T:) 

.    STaCoUi)'  ^aColax)* 


327.  Si  l'on  désigne  maintenant  par  Ej,  E3,  ^/ei  —  E3,  les  quan- 
tités qui  remplacent  e,,  e;(,  y/e,  —  63  et  par  L,  L'  les  quantités  qui 
remplacent  K,  K',  savoir  : 

Ei  =  p(—     —,Oisj.  E3=J)f(03     —,103),  El  +  E24-E3  =  0, 

\/b:i— Ej  =  ^30  ^  —   —'^3), 


(LXXXI) 

et,  si  l'on  pose 

axxxis) 

on  aura 


(3)  L=-^v/E,-E3=^2r|(o|2T), 

(4)  l'=¥l  =  2^l, 


RI 


vei  —  63 


v/ei  — 


E3 


L  ^  _i_  _  ^|(o[2x) 
K  ~  2M  ~  2r|(o|x)  ' 


et,  par  suite,  en  appliquant  la  formule  (XLVII4), 


&i(ol  2x)  =  i  [2r|(o  I  T)  +  3r|(o|  X)]  =  i:ti:^ 


2ri(oix), 


il  viendra 
(LXXXI) 


(3)  L  =  i±i'K=4i' 

•2  2  M 

(4)  L'  =  (i+Â:')K'=^. 


328.  La  formule  (LXXIe)  donne  ensuite 


sn(M,  l)  = 


3^1  (  —r      2X 
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En  appliquant  les  formules  de  transformation  (XLVII3),  on  a  donc 

,      ,         .^■(fL)^'(fL). 

sn(tt,  l)  =  ^ 


^'HfL)Hn)' 


mais,  en  vertu  de  la  valeur  trouvée  plus  haut  pour  L  et  des  for- 
mules (LXXIe-g),  on  a 


^'{Û 


2L, 


u 

en 


donc 


I-+-A:' 


a  u 


sn r-,  en 


,      ,.         A'         i-t-A;'        i  +  A:' 

sn(M,  l)  =  -— 


dn 


k' 


k 
Comme  nous  venons  de  voir  (LXXXI,)  que  —  est  égal  à  \  -\-k' , 

on  a  donc  enfin 


sn rp  en p 

(LXXXII,)  sn(u, /)  =  (!  + A:') — ^— ^^^^— 

dn      " 


n-  k' 


On  est  amené  ainsi  à  cette  conclusion  :   si  la  fonction /(m) 
vérifie  l'équation  différentielle 


5S  =(-"'»'-*"">• 


la  fonction 


<-^^v(t^)\/-/'(t^) 


LES    QUOTIENTS    DES    FONCTIONS    3"   ET    DES    FONCTIONS   S.  2o5 

vérifiera  l'équation  difTérentielle 


et  c'est  ce  que  le  lecteur  constatera  en  effet  sans  peine. 

On   trouve   de   même,    en    tenant  compte   des  formules   qui 
donnent  y//,  ^/l'  en  fonction  de  k  et  de  k', 

dn* — — k'        I  —  (i  H- A')  sn^ 


,    ,          /       ,v                 \  -h  k'                                     '         i^  k' 
(■2)     cn(  u,l)=  =  -i 

(i  —  A- )  an T-,  an 


H-  A'  I  -H  k' 

(Lxxxii)   ; 

dn2— ^-)-A'         i_(i_A-')sn2      " 


(3)     dn(M, /)=  —  = 

(H- a:  )  dn j-,  dn 


I  -h  A'  n-  A' 

La  transformation  que  nous    venons   de   considérer    est   dite 
transformation  de  Landen. 

329.    Le  cas  où  l'on  remplace  w,,  (03  par  w,,  -^,  ou  t  par  -,  se 

traite  de  la  même  façon  au  moyen  des  formules  (XLVIIl);  nous 
nous  contenterons  d'inscrire  les  résultats. 

Si  l'on  désigne  ici  par  y/X  et  y/)7  les  quantités  cp-(-|,  '}-(-) 
et  parE, ,  e'^  les  quantités  (XXIV5);  si  enfin  l'on  pose 


(LXXXIII) 


(3)  A  =  loiv/fii  — e's  =  ^â-Ho^j, 

X  K' 

(4)  A'=-.A  =  — A, 

Il  2K 


(LXXXIII5)  M^   ^^'      ^' 


on  aura 


(LXXXIII) 


v/e'i 


(I)    s/l  =  sfl    *^^ 


/m- 


,    ,       /-        s/i-k  A'  I  — A 
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M  = 


Sr^ro 


^l    o 


^) 


i  +  A' 


(3)     A  =  (n-/OK=^, 

^     '  2  2.1/ 


330.  On  aura  aussi  en  faisant  usage  des  formules  (LXXl6_8) 
(i)       sn(j<,  X)  =  (n- A) - 


i^A 


A-sn2 


H-/c 


(LXXXIV) 


(2)     cn{u,\) 


(3)     cln(tf,  X) 


«       ,       u 

en r  dn r 

I  -+-  A-        I  +  A 


I  +  A  sn2 
I  —  A  sn2  - 


{{ 


H-A 


1  -H  A  sii- 


i  +  A 


Il  est  à  peine  nécessaire  de  faire  observer  que  l'on  peut  parve- 
nir au  même  résultat  en  exprimant  d'abord  les  trois  fonctions 
elliptiques  sn(M,  X),  cn(M,X.),  dn(M,  "k)  au  moyen  des  fonctions 
sn(w,X'),  cn(w,  )/),  dn(i^,X'),  ce  qui  est  une  transformation  li- 
néaire (cas  5"  des  Tableaux  LXXXg_c);   puis  les  trois  fonctions 

sn(if,X'),  cn(«,  )/),  dn(^u,  V)  au  moyen  des  fonctions  sn( j,,  k'U 

en  ( 7-/'  /i"' )'  dn  ( T7>  k'),  ce  qui  est  une  transformation  deLan- 

\i-hk'       )  Vi  +  A'       /         ^ 

den;  puis  enfin  les  trois  fonctions  sn(- -r,,  k'j)  en  ( p,  k'j, 

dn  ( T> 5  A"'] >  au  moyen  des  fonctions  sn  ( 7'^)'  ^"  ( 7-''^)' 

dn  ( T  >  A'  h  ce  qui  est  une  nouvelle  transformation  linéaire. 

La  transformation  précédente  est  dite  transformation  de 
Gauss. 


331.  Les  formules  de  transformation  quadratique  des  fonc- 
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lions  2r,  à  l'aide  desquelles  nous  venons  d'établir  les  formules  de 
Landen  et  de  Gauss,  permettent  aussi,  comme  l'a  montré  M.  Her- 
mile  ('),  d'obtenir  des  développements  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques sn,  en,  dn,  dont  l'importance  a  été  mise  en  pleine  lumière 
par  l'illustre  auteur. 
Les  formules 

<7i 


h{v)'^-Av) 


11 

^3 


q^^i 


5^3 


2ri((^)xr3(p) 


q^  e 


'T3r,    P 


2r2(p)2ri(p)  =  J-"^^ 
qi 


dont  les  deux  premières  sont  identiques  à  deux  des  formules 
(XLVII3),  dont  les  deux  suivantes  sont  identiques  à  deux  des 
formules  (XLVIII3),  et  dont  les  deux  dernières  se  déduisent  des 
précédentes  par  le  changement  de  t  en  t+  i,  donnent  immédia- 
tement, par  de  simples  divisions  et  en  tenant  compte  de  la  défini- 
tion des  fonctions  o(t),  '}(':),  d'une  part,  les  relations 


,  ^•(^)^^(,-k) 


v/^  &7ii  U7-ii  ^      A?^^  ' 


l)^K^) 


,   H~^ 

'-^) 

/;»(,)    .^(^« 

-) 

(')  Comptes  rendus,  t.  LVII,  p.  996,  et  dans  son  Mémoire  :  Sur  quelques  for- 
mules relatives  au  m.odule  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  {Journal 
de  Liouville,  2«  séi-ie,  t.  IX,  p.  3i3). 
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cn«  =  —r= 


^{x) 


^•'^ 


(\nu  =  ^k 


=  v/^^ 


7  9-2 


2K 


^3 


^•'^ 


M        T  -+- 


=  gS    ^(x) 


iK 


2K 


?) 


et,  d'autre  part,  les  relations 


sn  M  =  — = 


K/^n^ 


5^2        - 


Cp3(x) 


(JL 


v/P  ^Ki)^'(A 


v/P' 


9'3 


iSr, 


^'^^kJ^U^k 


jf_\      //f  q\ 


/-<|.3(x)         »U 

11  \ 

-^%3(x)              /     „ 

i) 

dn  u  =  v/f' 


^■'^K)MA)^,,^^-.--(Ar-?^) 


(:^)^.(.i 


9i 


^'ià 


>3(x) 


^.'^K 
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Par  un  groupement  convenable  des  termes  des  séries 
(XXXII, _.,)  qui  définissent  les  fonctions  2r,,  STo?  ^3,  ^a,  on  peut 
déduire  de  ces  six  relations  les  développements  donnés  par 
M.  Hermite. 

En  remarquant  que,  si  l'on  change  x  en »  q  devient  «\/^' 

on   a,    par   exemple,    pour  le    développement  de    la    fonction 

Sr,  (— jT  )  qui  figure  aux  numérateurs  de  la  première  et  de 

la  dernière  des  six  relations, 


n  =  0 

"Ki     ~_^  4/1  (/!  + 11  +  1 

=  26»     2^{—\)i  q  «  sin(2/H-l)— , 

n  =  0 

OU,  en  séparant  les  termes  de  rang  pair  et  ceux  de  rang  impair, 

I_V^O 

_  2  -.v(2v-,)^v(2v-i)+î  sin(4v  -I)  ^ 

V=:l  J 

—     1  ,^ 
=  2^8  ^»    7  (— i)^5'^(«v+»'sin(iv-l-i)^, 


OÙ  dans  la  dernière  somme  l'indice  v  prend  toutes  les  valeurs  en- 
tières de  —  00  à  +00. 

On  a  ainsi  les  développements 

^  2(_,)v^v'2v+.)sin(4v  +  .)^ 

I         /~    «      V 
sriM  =  — — -  Kiiq* 

^^     ''  >    (— lj''gr2v'  C0S2V    — 

V 


1/2  <7* 


"V  (—  |)V<^V12V+1)  C0S(4V  +  l)  -" 


2K 

V 

T.  et  M.  —  IL  14 
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CilM  =  — — -  ^1  q 


V  g,v(2v+i)  cos(4v  +  0  rF 


^^     ■  >    (—  i;Vgr2V-  C0S2V  -r^ 

V 

y  ^vvi2v+i)sin(4v  +  i)  ~ 


dnn  =  <l^('r) 


V 
>     ^V(2V4-l)  C0S(4V  -H  l)   -j%^ 

V 

>    (— r)V5rV(2V+l)  C0S(4V  -t-  l)    — 


y  (-iy'<7v(2v+i)sin(4v  +  i)  ^ 
y  ^vi2v+i)sin(4v-i-[)  ^ 

V 

332.  Pour  u  =  o,  les  développements  de  cn^^  et  dnu  donnent, 
eu  prenant  préalablement  les  dérivées  par  rapport  à  u  des  numé- 
rateurs et  dénominateurs  des  derniers  membres  qui  se  présenteni 
sous  la  forme  J- , 

y<yv(2v+-i)  y  2(4v4- i)^v/(2v+i) 

I  =  -4— ^  /a  g* =  -Vt-t  V  2  '7^  ■ ' 

V  V 

y  ^V(2V+-1)  y  (_  l)V(4v  +  l)gV(2V+-l) 

.  -  'H-;  ^^-^^ =  ■^'('^)  -S^, ; 

>     (_  i)V  ^yV(2V+l)  y,  (4''-^  I)  gV(2V+l) 

V  V 

on  a  donc,  pour  les  fonctions  modulaires  'f  (t),  ^('^),  'fH"^)»  '}^(')' 
les  développements 

y  (_l)VgV{2V+l) 

2^(-.)Vg2v^ 
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t//7'  =^(t)=^^-- , 


7V(2V+l) 


21  I 


y/A-3    =  o3(z)  =  s/%ql 


2(4v  +  i)5'* 


V(2V4-1) 


t//-'3   =  ^3(^) 


2(_,)V(4v  +  ,)5,V(2V+l) 
V 

2(4V  +  ,)^V(2V+1) 
V 

__, 

2(— l)v(4v-M)^v(2v+i) 


dont  les  deux  premiers  ont  été  déduits  par  Jacobi  des  développe- 
ments en  produits  infinis,  qui  nous  ont  servi  de  définition  pour 
les  fonctions  ç(t)  et  •}(t). 

333.  En  combinant  les  transformations  de  Landen  et  de  Gauss, 
on  obtient  les  expressions  de  sn(2?^),  cn(2w),  dn(2f/)  en  fonc- 
tion de  snw,  cnw,  dn«, 

l   ,  2  sn  H  en  II  dn  u 


(LXXXV) 


(^)      en  2K  — 
(  3  )     i\n  'lu  = 


I  —  k'^  sii^  u 

cn^u  —  sn^  u  dn^u 

7^ ; > 

I  —  A- sn*a 

dn2  u  —  k-  «n^  u  cn^  u 

I  —  A"2  sn*« 


cl  ces  formules  coïncident  avec  celles  que  l'on  obtient  en  faisant 
o  =  u  dans  les  formules  (LXXIII|_3). 

La  formule  (LXVJI7)  permet  ensuite  d'obtenir  l'expression  de 
])('>. a)  en  fonction  de  p{ii)'  On  a  d'abord 


p(-iU)=  f>3 


[(pf/  — g3)3— (ei  — g3)(e,  — e.,)]2 
p'^u 


puis,  après  quelques  réductions  faciles>eposant  sur  l'emploi  des 
formules  (VII), 

^2' 


p(a«)  = 


p^ii 


•igiPii 


pUi 
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On  aurait  pu,  tout  aussi  bien,  déduire  cette  formule  en  com- 
binant les  deux  formules  (XXII3)  et  (XXIV3). 

334.  Après  avoir  remplacé  u  par  -  dans  ces  formules,   on  en 
tire,  par  des  combinaisons  faciles,  les  relations 


2 

I  —  cnii 

~  I  -+-  dnw' 

cn2  - 
2 

dn  M  +  en  M 
1  -h  d  n  if 

^n." 

k''^  +  dn  M  -H  X:2  en  u 

•X  I  -I-  dn  u 

dont  les  deux  dernières  résultent  d'ailleurs  immédiatement  de  la 

première  et  des  expressions  de  en-  -  >  dn-  -  au  moyen  de  sn*  -  • 
^    .  '-  2  2  "^  2 

L'usage  de  ces  formules  est  évident;  en  y  supposant  successi- 
vement M  =  K,  u^  t K.',   on  obtient 


oK            1 

sn2 

2 

I 

2            14-  A-' 

-       A-' 

K           k' 

cn2  -  = , 

2        I  -f-  A- 

en^ 

2 

i^k 

~      k 

dn2  -  =  k\ 

2 

dn*  — - 
2 

=  i+k. 

En  se  plaçant  d'abord  dans  le  cas  où  -j  K,  K'  sont  des  nombres 

réels  et  positifs,  et  en  se  reportant  à  ce  que  l'on  a  dit  aux  n°*  31 1- 
312  sur  les  valeurs  de  snw,  cn^/,  dnu  quand  u  est  réel  ou  pure- 
ment imaginaire,  on  voit  que  l'on  a,  dans  tous  les  cas. 


K 

I 

iK' 

sn 

2 

iK' 

en  — - 
2 

,     iK' 

dn  — 
2 

i 

2 

\/i  +  k' 

~  fk 

K 

en  —  - 
2 

dn  —  = 
•2 

\J\  +  k 

s/k 

=  ^n-  A-, 

Si  d'ailleurs  on  adopte  les  conventions  du  n"  325,  on  voit  im- 
médiatement que  les  deux  membres  de  chacune  de  ces  égalités 
sont  des  fonctions  analytiques  univoques  de  t,  et  que,  par  consé- 
quent, ces  égalités  subsistent  toutes  pour  les  valeurs  de  z  repré- 
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sentées    par  des  points  situés  au-dessus   de  l'axe  des  quantités 
réelles. 

On  pourrait  opérer  de  même  pour  obtenir  les  valeurs  des  fonc- 
tions sn,  en,  dn  quand  l'argument  est  égal  à ;  mais,  pour 

éviter  des  discussions  de  signes  concernant  les  radicaux,  il  est  plus 

simple  de  déduire  ces  valeurs  des  formules  d'addition  (LXXIII), 

K  l'K' 

en  supposant  «  =  —,«  =  — ;  bn  trouve  ainsi 


K-+-tK'       Ji^k'  n-Xr  +  tA'  i      /  / y       .   , r\ 


la  dernière  transformation  résulte  des  égalités 

1  +  A-  -i-  ik'  =  v/i  -H  A  (  v/i  -r-  A-  -+-  t  / 1  —  A  ) , 
I  -4-  A  H-  A'  =  y/â  v/n-  A  v/i-i-  A'. 

On  trouve  de  la  même  façon 


K  -^  iK' 
en 


v/A'  /h-  a  v/i  -h  A'  (i  —  i)       \/k'{ï—i) 


Hn 


K  +  iK' 


/A([  +  A-t-A') 
\/A'  v^ih-  a-  f  I  -+-  A' —  f'A) 


s/is/k 


v/F 


A' 


=  —pz  (/n-  A'—  fV>  —  ^')- 


V.  —  Transformation  d'ordre  n  des  fonctions  elliptiques. 

335.  Arrivons  maintenant  au  cas  où  l'on  divise  l'une  des  demi- 
périodes,  w,  par  exemple,  par  un  nombre  impair  n. 

Nous  désignerons,  comme  au  n"  136,  les  constantes  relatives 

aux    fonctions   jd  f  w   —  ?  (O;,  ),  (j  (  m   —  ^  W3J  par  de  petites  capi- 
tales; ainsi 


Ei-f-  E2-I-  E3=  o, 


K3  =  p    W3 


—  '  W3    , 


/to,  I  to,  \ 

/ t    /^l   ,        "'       \ 

VK,—  E3  = ^30  ( i-W3     JW3I, 


/ei  —  E3 


—  '  W3) 
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d'après  les  formules  (XXXVI ,),  on  a  donc 


i/ei — E9  =       n -^  Er?  (o  I  nx), 

V'Kj—  Ez=:  —  n .-51(0  ]  nz), 

v/ki  — E3=      n— ^&|(o|nx). 

20)1 


Nous  poserons  aussi 


y/Ei  — Es 


En  outre,   /,  /'  désigneront  les  quantités  qui  remplacent  k,  k',  sa- 
voir : 

v/e,— E,  ^  3r|(o|nx) 

(LXXXVI)  {  _____ 

,,_  \/ei  — E,  _  Sr|(o[nT) 

et  L,  L' les  quantités  qui  remplacent  K,  K',  savoir  : 


(LXXXVI) 


(6)  L  =  -&i(o|.x)^^/E,-E3=^=^-^^, 

(7)  L-^L=I.3/eT=T3=<Ï:^K-:^'. 


v/ei 


^3 


Dans  tous  les  cas  où  K,  K'et  n  ne  changent  pas  de  valeur  dans 
une  même  recherche,  nous  représenterons  par  une  lettre  unique 

l'expression 

2  /•  K  H-  2  r'  K'  i 

— » 

n 

OÙ  r  et  r'  désignent  des  entiers  quelconques;  nous  poserons 

2  /•  K  -i-  2  /•'  K'  i 


de  sorte  que  les  symboles  ar^O)  <^o,r,  qui  seront  d'un  usage  fréquent 
dans  ce  paragraphe,  représenteront  les  deux  quantités 

2  /•  K  2  r  K'  j 

n  n 
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Cette   notation  permet  de   réduire  notablement  la  place  que 
prennent  les  formules. 

336.   En    se  reportant  aux  formules  (XXVI,)  on  aura  par  de 
simples  divisions 


^.tU3)=:30.»n- 


;?r 


II 


\      -        TT       V  "    / 


(/■  =  /•,,  n /-«-i). 


Dans  les  seconds  membres  les  fonctions  \  se  rapportent  nalu- 
rellement  aux  demi-périodes  (lo,,  CO3)  et  il  en  sera  de  même  toutes 
les  fois  que  ces  demi-périodes  ne  seront  pas  écrites  explicitement. 
Quant  aux  nombres  r, ,  r^,  .  .  . ,  /*/,_«,  rappelons  que  ce  sont  n  —  i 
nombres  entiers  dont  aucun  n'est  divisible  par  /r,  non  plus  que 
la  différence  de  deux  d'entre  eux. 


337.   On  peut  écrire  aussi  (XXVl4_5) 


(u 


'  W3  ;  =  çoa" 


n 


'        Çoa^sao 


(' 


(/•)     I  — («a— e3)(ea— ey)^|^  (^  "')  ^"*" 


Ici    les    nombres   ri,/o,  .••,/•„_,  sont   toujours   des    entiers; 

2 

aucun  n'est  divisible  par  n,  non  plus  que  la  différence  ou  la 
somme  de  deux  quelconques  d'entre  eux;  au  surplus,  quand  nous 
écrirons  au-dessous  d'une  formule  que  /•  doit  prendre,  ou  les 
valeurs  ;•( ,  / v,,  .  . . ,  r,,_, ,   ou  les  valeurs  ;•,,  /-o,  .  .  . ,  /„_,,    nous 

entendrons  toujours,  comme  dans  les  Chapitres  précédents,  que 
ces  valeurs  satisfont  aux  conditions  que  nous  venons  de  rappeler, 
soit  dans  un  cas,  soit  dans  l'autre. 

La  formule   précédente  montre   que    Çoa(«   —  '  w.,)    est   une 
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fonction  rationnelle  de  ioa«;  on  voit  de  même  que  çpy  ("  ~'  ^3/ 

est  une  fonction  rationnelle  de  i^yW  :  c'est  le  produit  de  ^^yU 
par  une  fonclion  rationnelle  du  carré  de  l'une  quelconque  des 
fonctions  l,  comme  on  le  voit  en  faisant  usage  des  relations 
(XXVl5)et(LIXe). 

Nous  nous  dispensons  de  multiplier  les  formules  de  cette  nature 
qui  sont  implicitement  contenues  dans  les  formules (XXVI).  Tou- 
tefois, nous  observerons  que  les  fonctions  rationnelles  ainsi  for- 
mées comportent  comme  coefficients,  en  dehors  des  quantités  e,, 
e.,,  63  qui  y  figurent  explicitement,  des  fonctions  symétriques  de 
p  /  ^^  j,  pf±^\,  . . . ,  p]  (^~~^)^i     .  ces  fonctions  symétriques, 

comme  on  le  verra  plus  tard,  dépendent,  lorsque  n  est  premier, 
d'une  équation  de  degré  w  +  i ,  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions entières  de  ej,  eo,  e^  et  même  de  ^27  gz- 

338.   Ces  formules  vont  nous  fournir  d'abord  l'expression  de 
quelques  constantes  dont  nous  allons  avoir  besoin. 
Si  nous  nous  rappelons  en  effet  les  formules  (LXo) 

nous  trouverons  au  moyen  des  formules  du  n°  336,  en  supposant 
P  :=  2  et,  successivement,  y  =  i ,  y  =  3,  et  en  faisant  successive- 

ment  a  =  (.03,  m  =  — > 

I  .  \  -^-.-^21   (  W3+    —  Wi) 


V 


^,C03)=blC03jJ 


ou,  en  tenant  compte  des  formules  (LX/,),  pour  t^  =  —  10,,  a  =  3, 
^  =  2,  Y  =  I  et  des  formules  (XXXVII4,  XIII4), 


ou  encore 


(LXXXVI,)     ^  =  ^"I1^?2(^^>)'  (/'  =  r„ />.... ,r„_,) 

yr) 
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puis 

V       t      /wi  1  "1  \        c     ^'1~l  \       ^  / 

(/■  =  /-,,  r.2,  ...,  r„_i) 
OU,  toujours  en  tenant  compte  des  formules  (LX4)  et  (XXXVlIs), 

^        /2  7--t-I  —  rt        \ 

Si  l'on  observe  que  l'on  peut  ajouter  sans  inconvénient  2to,  à 
l'argument  de  ^os"  et  que  ^23(0)  est  égal  à  un,  on  voit  que  le 
second  membre  peut  s'écrire 


A''« 


n 


(r')    ?|:i   (  ^  Wl 


OÙ  Z  prend  n  valeurs  entières  assujetties  seulement  à  celte  condi- 
tion que  la  différence  de  deux  quelconques  d'entre  elles  ne  soit 
pas  divisible  par  n;  on  peut  donc,  en  reprenant  nos  notations  ha- 
bituelles, écrire 

(LXXXVIO  ^'  =  ^''^  JX;l2(^w,V  (/'  =  ri,  r,,...,  /•„_,) 

(ri  \  *     / 


ou 

(r) 


Formons  encore  la  quantité  y/E,  —  E3  ;  rappelons-nous  que  l'on 

a(LXO  

\/ei  — É-3  =  ^3oWi; 
on  en  conclura 

v/ei-E3  V'il^.     /  \«/AA     f     h'  \,A 

•^  (r)         Us  \  "^  '^M 

ou,  en  donnant  à  r  les  valeurs 

n  —  I  n  —  I 

—  I,     —2,     ..., — ,      r,     %     ...,     — - — i 
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et  en  observant  que  la  dernière  valeur  de  ;*  met  en  évidence  le 
facteur    ^os^i  =  -   on  trouve,  après  quelques  réductions 

immédiates, 

(LXXXVI,).       M  =  ^à^^  =  TT  -^ L 

Si  l'on  admet,  comme  on  le  montrera  plus  tard,  que  la  quantité 

p  (  ;■  —  J ,   où  r  est  un  nombre  entier,  est  une  fonction  algébrique 

de  e,,  621  63,  il  sera  évident  par  les  formules  précédentes  que  les 
quantités  /,  /',  M  sont  elles-mêmes  des  fonctions  algébriques  de 
6i)  ^2,  63  j  ou,  si  l'on  veut,  de  64  et  de  A;  mais  il  est  manifeste  que 
<?,  ne  doit  pas  y  figurer;  en  effet,  les  quantités  /,  /',  M,  de  même 
que  k  et  A-',  ne  dépendent  que  de  x,  en  d'autres  termes,  ne  changent 
pas  quand  on  multiplie  to, ,  0)3  par  un  même  nombre  m  ;  mais  alors 

e,  est  multiplié  par  —  ;  par  conséquent/,  V ,  M  sont  des  fonctions 
algébriques  de  k  seul 5  en  d'autres  termes,  il  existe  une  équation 
algébrique  entre  /  et  />:,  et  une  équation  algébrique  entre  M  et  k. 
Ces  équations  sont  dites  respectivement  équation  modulaire  et 
équation  au  multiplicateur . 

339.  Il  suffit  de  se  reporter  aux  foi-mules  de  passage  des  fonc- 
tions \  aux  fonctions  sn,  en,  dn  pour  obtenir  les  expressions  de 
sn(M,  /),  en  (m,  l),  dn(w,  /);  on  obtient  tout  d'abord  pour  les  con- 
stantes 

(r)  '  (/•) 

(/•  =:  /'i,  7-.2,   .  .  .,  /-,t-l), 

«—1 


v/ej  — E3 


n 


snM^^^^K 


„2rK 

sn2 

n 


OU  encore 


(LXXXVfs)  M  =  TT 


cn^a,.,o 


7=1 
Maintenant,  la  première  des  formules  du  n°  336,  en  y  supposant 
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a  =  3,  donne 

■  sn(?<v/Ei  — E3,  /) 

v/ei  — E3 

OU,  en  remplaçant  u  par 


v/^i  —  t'a 
(LXXXVII.)  sn  (ii,  /)  ^  ±sn«  JJ.^"^"^^'-'"^ 


sna,.,o 
De  même 


1  (  /•  )  ' 


340.  Dans  ces  diverses  formules,  /•  doit  prendre  les  valeurs  /•,, 
/o,  ...,  r,i-\  ;  on  les  transforme  aisément  en  supposant  qu'il  prenne 
les  valeurs 


1,  /  2,    .  .  .,  f  n  —  \i 


/'1,   —  /••5 


les  divers  produits  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  se  pré- 
sentent alors  comme  des  fonctions  rationnelles  de  sn^M;  en  par- 
ticulier pour  sn  (  —  >  /j,  le  résultat  auquel  on  parvient  est  natu- 
rellement le  même  que  celui  qui  résulte  immédiatement  de  la 
première  des  formules  du  n°  337,  pour  a  =  3,  savoir  : 


(LXXXVIIO      «n(|'0=M«n"nT 


I 5 


/r  =  /-i,  /•.,,  ...,  /•„_,y 


On  voit  ici  apparaître  un  phénomène  analytique  sur  lequel  nous 
avons  appelé  déjà  plusieurs  fois  l'attention;  y  étant  une  fonction 
de  u  qui  vérifie  l'équation  différentielle 
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il  existe  une  fonction  rationnelle  z  de  y  qui   vérifie  l'équation 
différentielle 

M  et  /  étant  des  fonctions  algébriques  de  k. 
On  a  de  même 

dn2a,.,o      , 

(5)  en     — ,  /     =  cnu  I  I  7-; — ~ — , 

(LXXXVII)   l  ^  i  _ /,2  ^!l!^?;z^i!  sn2  „ 

(6)  àn(^,l)=dnuT\ ,/";"--°     ,      , 

^    ^  \M      /  11  I  — /c2sn2a;.osn2M 

('■  =  '■'•" '¥)• 

341.  C'est  des  formules  relatives  aux  fonctions  l,  ou  plutôt 
aux  fonctions  a",  que  nous  avons  déduit  les  formules  de  transfor- 
mation des  fonctions  sn,  en,  dn^  il  va  de  soi  qu'on  aurait  pu 
partir  tout  aussi  bien  des  formules  de  transformation  relatives 
aux  fonctions  2r;  nous  ferons  même  observer  que  ce  mode  de 
calcul,  que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  développer,  pré- 
sente, relativement  au  calcul  des  modules  transformés  /,  /',  un 
avantage  :  il  permet  d'obtenir  y/7,  y//',   avec  leur  signe;  on  a  en 

effet,  par  définition, 

• 
,j  ^  Sr2(o|  ni) ^  /-_  Sr^fol  nz) ^ 

&3(o|nT)'  ^     ~  S3(olnx)' 

et  par  conséquent  (LL,  ) 


(r)      •-»  3 


^) 


&3(0)11  /. 


('•) 


(r  =  ri,r^,  ...,/'„_i) 
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OU 

(,.xxxv..)     /7=(_„^'(/x-)"nss::' 


c) 


(LXXXVIO      v//'  =  (v^)"I^^^^'         (/•  =  A-,, /■,,...,/•„_,). 
En  se  reporlant  à  la  valeur  de  M,  on  trouve  enfin 

71—1 

/■=i  ^ 


^  1=1  "  (r) 


342.  Les  fonctions  snf^j)  /Lcnfjr.»  l],dn(^,  l\  s'expri- 
ment aussi  par  des  sommes  de  fonctions  sn,  en,  dn,  dont  le  mo- 
dule est  A".  Nous  parviendrons  plus  tard  à  ces  expressions  par  une 
voie  très  simple  et  presque  sans  calculs;  mais  il  est  intéressant 
d'observer  qu'on  peut  les  déduire,  dès  maintenant,  des  formules 
(LXXXVIl4_c)  en  décomposant  en  fractions  simples  les  fonc- 
tions rationnelles,  regardées  comme  des  polynômes  en  sn^(u,k), 
_qui  représentent  les  fonctions 

^"(m'O       ""(sï'O      ''"(m'O 
>     >     — -j • 

sn  u  en  u  anu 

Le  dénominateur  commun  de  ces  fonctions  rationnelles  de 
sn'^(M,  k)  n'a  que  des  racines  simples,  comme  on  le  reconnaîtra 
lacilement  en  se  reportant  au  n°  310.  On  a  donc 

/  u       ,\  HÏX-  u 

sn     — '  *  '  — ^ r> 

y  iVl       /  ^  TT sn^CT,.,o  ^  ^  _^  V  ^ 

sn  tf  XJL  I  —  X:^  sn-M  sn^a,.  y  ^à  i  —  k^  sn^u  sn^Ur^o' 

//•  =  n,  r.2,  ...,  /•„_,\. 

Le  calcul  des  coefficients  B^se  fait  d'après  les  règles  ordinaires; 
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on  trouve  ('  ) 

2/fM2 

( — i)'B,.  =  — - —  cna,.,o  (ln«,.,o; 

puis,  en  tenant  compte  de  la  dernière  forme  sous  laquelle  on  a 

mis  M, 

A-IVÏ2 
A  ==  --  . 

En  faisant  usage  de  la  formule  d'addition  (LXXIITj)  et   après 
quelques  réductions  immédiates,  on  a  enfin 

(LXXXVII7)  sn  (|-,  /)  =  ^^  ^su{u-^-xa,.^,), 

(;■) 

343.   On  parvient  au  même  résultat  en  observant  que  la  rela- 
tion (LXXXVII/, ),  que  l'on  peut  écrire,  en  posant  ^  =  sn  («,  A) 

ety  =  sn(^^, /j, 

a  lieu  identiquement  en  u  et  t.  Or,  si  l'on  change  dans  cette  rela- 
tion u  en  II  -\-  lar^Q,  où  ;•  désigne  l'un  des  entiers  1,  2,  ...,  /i  ^  1 , 

la  quantité  ^  est  remplacée  par  —  -^  /\r\^  :  donc  l'expression 


^"(¥'  0 


ne  change  pas.  La  relation  (i),  envisagée  comme  une  équation  de 
degré  n  en  x,  admet  donc  les  n  racines 

37  =  sn  (  ?f  -H  2  a,.,o  ),         (  /'  =  o,  i ,  9.,  .  .  . ,  /t  —  1  )  ; 

ces  II  racines  sont  distinctes  :  on  le  déduit  aisément  de  la  forme 
générale  des  solutions  de  l'équation  sn^  =  sna  (n°310);  on  a, 
par  suite,  identiquement  en  x, 


n  —  \ 

=  11  [x  —  ?,i\{u  -\-  7.a,.^o)]. 
(')  Les  calculs  sont  développés  dans  Enneper  :  Elliptische  Funclionen,  p.  Sog. 
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En  égalant  les  coefficients  de  x"~*  dans  les  deux  membres,  on 
a  donc 

n—\ 
(r)  r=:0 

d'où,  en  tenant  compte  de  la  valeur  trouvée  au  n"  341  pour  M, 

n  — l 

JK  =  sn  Uj,  Ij  =  — ^  sn(M  +  2a,.,o). 

1—0 

On  a  donc  aussi 


C-) 


(/•  =  /'u,  /'l,    .  .  .,  /•„_!). 


De  même,  on  a 


(8)     ^Mm'^ 


A-xM 


^^cn(if4-  2a,.,o), 


(LXXXVII)  i 


ir) 


344.  La  substitution  des  demi-périodes  (w,,  — j  aux  demi- 
périodes  (i)|,  W3  donne  lieu  à  des  formules  toutes  pareilles  sur  la 
déduction  desquelles  il  semble  inutile  d'insister  :  nous  désignerons 
par  e', ,  E^,  e'j,  a,  )/,  A,  A'  les  quantités  qui  remplacent  alors  e,, 
*?2j  63,  A,  k',  K,  K';  nous  poserons  aussi 

v/K;-K;  =  ,ï,o(a>.lco.,^)         =     ^^t(«j^)' 

/e,  —  es 


.ï/  = 


/e'i  —  E3 
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de  sorte  que  l'on  a 
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(I)      X  =- 


(LXXXVIII) 


^2    /q 

-:) 

s/e2  — E'3  _  -2  y-- 

v/e'i  -  E'3        ^2  L 

r) 

(2)    X 


V  e'i  — E3 


^? 


H-;) 


(LXXXVIII) 


(6)     A  =  ^S^o    ^j  =  tOiv/E',  — e; 


K 
M' 


(y)     A'=  1  ^  A 
'  ^  ni 


X  103 


K' 


T  V  E 1  —  E  ■»    —        r>  • 


345.  En  ce  qui  concerne  les  fonctions  l,  citons  les  formules 


^oa(^co3) 


a(«!t"i.  -^j   =?oa"  J£ 


I—  ?oa«Uo  (^^  W3J 


tr)     I  —  (ea—  ep)  (Ça—  ^y)  ^^a  f  ~  ^sj  ?o\" 


Observons  aussi  que  la  transformation  qui  consiste  à  diviser 
l'une  des  périodes  par  un  nombre  impair  peut  être  combinée 
avec  la  transformation  linéaire. 

Par  exemple,  si  l'on  remarque  que  la  substitution  des  demi- 
périodes  (wj,  CO3-}-  2/>to,)  aux  demi-périodes  (tO),  W;,)  rentre  ma- 
nifestement dans  le  cas  1°  du  Tableau  (XXc)  et  que  dans  ce  cas  la 
suite  des  indices  a,  ^,  y  n'est  pas  altérée,  on  voit  de  suite  qu'on  a, 
quel  que  soit  l'entier  />, 

/  ,  V  Çoa  I  ^  ~r"  I 

(.)         ?oa[ J 
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346.  Voici,  d'autre  part,  les  résultats  auxquels  on  parvient  en 
ce  qui  concerne  y/X,  y/)/,  M  elles  fonctions  sn  /-j^,  X  j,  en  (-jï»  X  U 


dn(^,  À 


(3) 


('■) 

(5)  ^/=TT-  '"''°"'     ^  -^TT  — 

XX  dnao.rSn«o./-        ('.//-V*  XX  sna 


(LXXXIX 


iao,rSn«o,/-        (i//:)' 
(/•  =  /•,,  /•,,  . . .,  r„-i). 

(i)       sn     -,  À     =-sn«ll    ^ '-^: 

\M       I        M  XX         sna^^,. 

cn(î«  -f-  ao,/-) 
en  «0,/- 


«0,/- 


1  (2)       en  (  -  ,  X) 

XIX)     \  \-^'     1 


n 


(3)      dn(-,XJ=       dn.H-j--_ 

(r) 


(ln(zi  -(-  ao,r) 


(/'  =  /'ij/'î, ...,  /-rt-i). 


(LXXXIX) 


:^/ 


/  ?/     ,  \         I  TT  sn-oTn;- 

(4)  sn     17'  >0  =  17  ^ï^"  I  I  ZT— î ^- 

\M       /        M  XX  I  —  Ar^sn^ao  ^  sn^f/ 

('•I 

dn^ao  ,.  sn-  î< 

(5)  en  (  — ,  X  )  =       cnfi  I  I  -— - 


M 


cn-'acr 
A-^sn^aQ^sn^if 


(6)     dn  f  "     X)  =       dn«TT  d"2a,,. 


(LXXXIX) 


)  sn  (— ,  Xj  =  -^-^  sn(«-^2ao,/-), 

I  (8)    (-  i)^  en  (^'  >0  =  T^  51  ^"( "  -^  ^«0,.), 

n  —  1  ,  . 

(9)     (  -i)~^dn  ^^,  Xj  =  iW  2dn(K-t-2ao,r), 


(/•  =  /'o,  ri,  7-2,  .,.,/•„_,). 


T.  et  M.     -  II. 
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347.  Les  formules  concernant  la  multiplication,  par  un  nombre 
entier  impair,  de  l'argument  des  fonctions  elliptiques  sn,  en,  dn, 
peuvent  être  déduites  de  diverses  manières  des  formules  précé- 
dentes concernant  la  transformation  de  k  en  l  et  celle  de  A"  en  \. 
En  tenant  compte  des  formules  (LXXl6_8)  et  (LIV),  on  obtient, 
par  de  simples  divisions,  les  relations 

n-l  S'-         _ 

(i)      (-1)*     sn(nM)  =  (-0"''    (v/^0'''"*fjsn(«  +  a^,v), 

1  /    /TA  n'—l      

(XG)     /  (2)  cn(«îO=(^j         J|cn(ii  +  a(,,v), 

^"         I         TT 

(3)  dn(n«)  =  (-!)('•'    /  /^,N«^-i|ld"(^^  +  ^ix,v)> 

où  les  indices  /*,  y-i  ^  parcourent  les  valeurs 


r  = 

/'l, 

ri,     . 

.  .,        '•«-!, 

[X  =  0, 

'•l, 

r-2,     .  ■ 

-,       rn-i, 

v  =  o, 

^1, 

1-2,        •  • 

• ,     '',1-1. 

On  peut  mettre  ces  relations  sous  une  forme  oi^i  ne  figure  pas  le 

S" 

facteur  ( —  i)""'  .  Il  suffit  pour  cela  de  prendre,  par  exemple,  pour 
le  système  de  nombres  o,  ?'f,  r.2,  .  •  -,  ///_!  le  système  de  nombres 
o,  ±:  I ,  dr  2,  .  .  . ,  ±  -~—.  Mais  on  parvient  aussi  à  ce  résultat 
en  prenant,  pour  le  système  de  nombres  o,  ;-,,  r-2,  ••.,  /'«-i, 
le  système  de  nombres  o,  2,  4,  •  • ',  2('i —  0'  ^"^  ""'^^^  aisément 
que  l'on  a  alors 

n-l  _       ^ 

(  —  1)2    sn  (nu)  =    (v/A-)"'"'     I  I  sn(a -f- 2a(A,v), 
cn(n«)  =  (  -  _r  j         jj[cn(?/-i-'2a(x,v), 

^^  (IJ-.V) 
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OÙ  les  indices  [jl,  v  parcourent  les  valeurs  [ji  =  o,  i,  2,  ..., 
n  —  I  ;  v=  0,1,2,  .  . . ,  n  —  i .  Les  seconds  membres  de  ces  der- 
nières formules  ne  changent  pas  quand  on  y  remplace  pi  par  [x  +  n 
OU  V  par  y  -i-  n;  ces  égalités  restent  donc  vraies  quand  les  indices 
[JL  et  V  parcourent  les  valeurs  u.^  Tq,  rt,  r.2,  . .  . ,  r„_,  ;  v  =  r^,  r\ , 
/•[,,  . . . ,  r'^i_i,  les  n  valeurs  que  prend  tx  étant  incongrues  (mod.  n), 
de  même  que  les  n  valeurs  que  prend  v. 

Le  lecteur  ne  manquera  pas  de  remarquer  que  l'on  aurait  pu 

?" 
se  débarrasser  de  la  même  façon  du  facteur  ( —  i)"'  dans  plusieurs 

des  formules  précédentes. 

348.  Pour  obtenir  les  expressions  desn(«w),  en  (nu),  dn(nu)  en 
fonctions  rationnelles  de  sn^u,  il  suffît  de  prendre,  dans  les  for- 
mules (XG)_3),  pour  les  nombres  o,ri  jTo,  ...,  r„_ ,,  les  nombres  o, 

zh/'i,  riz /'a,  ...,  zh /•„_,  et  d'appliquer  les  formules  (LXXIV). 

2 
On  obtient  ainsi,  pour  la  fonction  sn,  la  relation 


/       x^sn(«M)       /  /TN/i'-iTT      9  TT  'sn2a„v 


où  l'indice  tx  prend  les  valeurs  o,  /•,,  /'a,  .  .  . ,  r„__i  et  où,  à  la  va- 
leur p.  =  o,  correspondent  les  valeurs  v  =  /', ,  z^,  .  .  . ,  /■„_!,  tandis 

qu'aux  valeurs    jji  =  r, ,  /•.,,  •--,  /•„_!   correspondent  les  valeurs 

V  z=  o,  ±  /•, ,  ±  /-a,  .  .  . ,  ijz  r^__i . 

Pour  u  =  o,  on  en  déduit  l'égalité 


(XQ) 

n  —  1 

n(-i)  * 

on  a  donc 

(XGO 

sn(na)  =  «  sni< 

n 


sn^Ofiv 


A-2  sn2a„  ^  sn2« 
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On  a  de  même,  par  un  calcul  tout  semblable  ('), 

^  '^        ^  ([A.V) 

(XC5)  cn(/i«)  =  cnjiTT ,,    c^^^tA.v 


(|A,V) 


et 


(XG9)  (/A-'r"'=l][dn2«!i.,v, 


(XCe)  cln(wi<)  =  dnw  I  I  - 


dn^a 


[X,V 


A"2  sn^ajj^^  sn^M 
>  =  o,  V  =  /'i,  /'a,  ...,r„_i 


(!Ji-,V) 


»  .=  n     -f- 


y  [X  =  /-i,  /-s,  ...,  /•„_!,      V  =  0,  zt  A-1,  ziz/-,,  ...,  =f  «-J  / 

\  2  2      / 

349.  En  remplaçant,  dans    la   formule  (LXXXVII7),  x  par  - , 

les  quantités  A-,  R,  l,  L  se  changent  en  X,  A,  A",  K;  cette  formule 
deviendra  donc 

{r—  t'o,  /•],  .  .  .,  ''«-1), 
d  ou,  en  remplaçant  —  par  11, 


nkK 
T 


-  sn(u,k)  =2  *"  I  K  (""^  ^)  '  ^  I 


D'autre  part,  la  formule  (LXXXIX7)  donne,  en  j  remplaçant  u 
4rK 


par  if  -|- 

^"LKr^"^j'^^J  =  XA2^" 


4rK        4stK' 

u  +  ^^^ H  ~ • 


{•)  Ce  sont  les  formules  mêmes  de  Jacobi  {Œuvres,  t.  I,  p.  121). 


À 
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On  a  donc  finalement  (*  ) 

(XCio)  n  sn(nu)  =  \    \^  sn{u  -+-  2ar,s)- 

(/■)     {S) 

De  même 

/  n  —  i 

1(11)     (—1)   2    Aicn(nM)  =  N^  \^  cn(M-4-2a;.,5), 
('•)    is) 

1  (12)     ( — i)    2    ndn{nu)  =   >     >    dn(M-r- 2ar,s)) 
\  (r  =  ro,  ru  .. .,  rn-i;     s  —  Sq,  Si,  . . .,  Sn-i)- 


350.   Si  l'on  pose 


snu  =  x,         sn  (;^7'  ^  )  =r. 


on  a 

dx 


du  -\/i'-^')i'-^'^')^ 

'^  =  /(i-7-^)(t--XW 
et,  par  conséquent, 


Cette  équation  différentielle  est  donc  vérifiée  identiquement 
en  X,  quel  que  soit  t,  si  l'on  y  remplace  y  par  la  fonction  ration- 
nelle de  ^,  que  l'on  obtient  en  faisant  snu^o)  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (LXXXIX4)  et  "k,  M  par  les  expressions 

(LXXXVIIl3,5). 

Observons  aussi  que  si  l'on  change  x  en  t  +  2m,  où  m  désigne 

1 
un  nombre  entier  quelconque,  q  ne  change  pas,  tandis  que  q"  de- 


vient e   "     q"'^  k-  =  'f^(T),  k'=  <}''(t)  ne  changent  pas,  non  plus 
que  K  =  -  2^3(0  I  t)  ;  iK' ^  tK  est  remplacée  par 
(r  -h  im)K  —  iK'-h  -imK, 

{')  Comparez  Abel,  Œuvres,  t.  I,  p.  3i8. 
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de  sorte  que  «[j.,v  devient  a^i^^m^v]  s/^'  =  ^{'^)  est  remplacée  par 
<P(t+  a)  =  \/i[/k;  les  quantités  )v,  A,  TÏ/sont  remplacées  par  A,„, 

Am^  Mm,  OÙ 


STo  (  O 


T  -+-  2  ni 


A;,j=  -Sr|  (  o 
nK 


La  substitution  de  -  +  2m  à  t  change  d'ailleurs  les  seconds 
membres  des  relations  (LXXXVIIIs^s),  et  l'on  a 


/x-=.«,.(/ï)"na^ 


M„ 


n 


en  a^rn.r 


A, 


n 


(r  =  ri,  7-2,  ...,  /-«-i). 
La  relation  (LXXXIX4)  est  remplacée  par  la  suivante 

n 


'°'jE'^' 


V,-  sn  tt 


sn^«2/w,;- 


I  —  /i^  sii2a2m,r  sn^it 


/'  =  n,  7-2 


)  •  •  -  )  '  «  —  I  \> 


puisque  le  changement  de  x  en  t  +  2  (qui  change  A"  en  —  k)  n'al- 
tère pas 


sn(  ii,  /c)  =  - 


Mais,  si  l'on  pose 


on  a 


du 


=  \/{i-yfn)ii-'^krJn) 
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et,  par  conséquent, 

dy,n dx 

Ainsi,  si  l'on  se  donne  un  entier  positif  impair  quelconque  /*, 
l'équation  différentielle 

dy  dx 

est  vérifiée  identiquement  en  x^  si  l'on  y  remplace  y  par  une 
quelconque  des  n  fonctions  de  x,  que  l'on  obtient  en  donnant 
à  m  les  valeurs  o,  i,  . . .,  «  —  i,  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion 

x'>- 


I  — 


_    0C_  TT^ Sn''a2/M,r 


(r) 


et  y//,  M  par  les  expressions 


M 


fi 


TT— ^ 


iinniJkY   Ai  Sna2,„,r 

(r  =  r,,  /'j,  •  •  -,  '•«-i)- 

Elle  est  d'ailleurs  aussi  vérifiée  identiquement  en  x  si  l'on  y 
remplace  y  par  l'expression 


i-x'-k^sn^-a,. 
et  y/7,  M  par  les  expressions 


(r) 
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M  =  -A^\- 


J 


n 


(i/Â-)'*  Al  sn2a;.,o 


de  sorte  que,  pour  chaque  enlier  positif  impair  donné  «,  nous 
connaissons  n  -\-  i  solutions  rationnelles  de  l'équation  différentielle 
précédente. 

La  quantité  t  ne  ligure  pas  explicitement  dans  cette  équation 
différentielle.  On  a  annoncé,  au  n"  338,  que  /  et  M  sont  des 
fonctions  algébriques  de  k\  la  même  assertion  s'applique  aux 
quantités  \^  M  et  aux  quantités  \mi  J^mi  en  sorte  que  l'on  peut 
dire  que  l'équation  différentielle 

dy  dx 


doit  être  aussi  bien  vérifiée  identiquement  en  x  et  quelle  que  soit 
la  quantité  A",  à  condition  que  l'on  prenne  pour  /  et  M  des  fonc- 
tions algébriques  convenables  de  k.  D'ailleurs,  les  n  +  i  solutions 
rationnelles  de  cette  équation  différentielle,  solutions  dont  on  vient 
d'indiquer  la  formation,  dépendent  manifestement  de  l'entier  po- 
sitif n. 

Le  lecteur  ne  peut  manquer  de  pressentir  l'importance  du  sujet 
que  nous  ne  faisons  qu'effleurer  ici  et  sur  lequel  nous  reviendrons 
plus  tard. 
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FORMULES. 


I—      ]e" 
n 


I  I 

1 

u  —  n        n 


I. 

(i)  simiM  =  TTit  I  I 

n 

(2)  7:cot7ri<=  ^ +2 

n 

(3)  ^:^  =y ' 

n 
n 

(5)  7    < 1 >  =  •7rrcot7r(M  4- a)  —  colital. 


u      \    —"— )        sin7r(«  +  a) 
n  —  a  J  \  sinTra  ' 


IL 


,      n      1   «5 

I  —  -  )e^     2 


(i)  tfa  ~  i*  I  I 

s 

(2)  !;(w)  =  - -logo-w  = -+V      — ' — H  -  + -^  , 

'       du     ^  u      A^      [u  —  s        s        s^S 

s 

s 


o'C— «)  =  — c'a,  p(— «)  =  pM, 


m. 

(1)  ^(Xji  I  Xtui,  Xtoa)  =    X  (T  (  w  I  0)1,  W3), 

(2)  Ç(XM|XtOi,    Xo>3)  =    v-     Ç(m  1^1,0)3), 


(3)'  p(Xa|Xw,,Xw3)  =  ^p(«  |a),,  0)3), 

(4)  p(«'(XM|Xa)i,Xa)3)=  ^,J:^p(«)(M  10)1,0)3). 


(5) 
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IV. 

s  s 

s  s  s 

I  V^''^   1  ,      ,    X^'''    I 

(3)  pu=-^^-^3u^-^     7v-^^"'2-    I^^---' 

s  s 

(4)  P'«=--^+6m^     _-I-2o«3^     ^-^•••' 

S  s 

V. 

s 

(2)  ^(M-i-a)— ^<x  +  Mpa—    7) H  ; r^  i, 

s 

(3)  p(u  +  a)-pa:=;2]i(«  +  a-.)2-(^47)^j- 

YI. 

[  a'(M-f-2a)i)  =— e2r],(M+û),)o;'M, 

(1)  <   ^(M-f-awj)  =— e2ri.("+wj)  (j-^^ 
(  ^(it-hacos)  =  — e2"l3(«+w3)3'y^ 

(2)  ^{U  -h  2WWi4-  2/10)3)  =  ( —  lynn+m+n  gHm-qi+inrij)  iu+mWi+nw,)  ^  u  ^ 

(3)  Ç(w-+-2ma)i  +  2reW3)  =  (^«-H2m7]i4-2/l7]3, 
Çwi=r,i,  CW2  =  '32,  ^^3  =  7)3, 


(4) 

71i4-r^2H-Tl3  =0 
(5)  p(«-i-2mwi  +  2na)3)  =  pM, 

.  (  p'(M-i- 2mwi4- 2/1^3)  =p'a, 

(pWl=0,  p  0)2=0,  p  0)3=0. 
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Dans  toutes  les  formules  qui  suivent,  a.  p,  y  sont  les  trois  nombres  i,  ^ 

•X,  3  rangés  dans  un  ordre  quelconque.  % 

\ 


(i)  pu  —  pa  = 


(3) 


(4) 


(6) 


VIL 

cf(u  A-  a)<j{u  —  a) 


/        S{u  -^  a)':f{u  —  a)<:f(b  -{-  c)'3'{b  —  c) 
(2)  '  -Jr  a'{u-h  b)<:>'(u  — h)a'(c-ha)iï  (c  —  a) 

{  -h  a'{u  -^  c)a'{u  —  c)a'(a^  b)<^  {a  —  b)  —  o, 


I  1  p'u^zp'a 

)  ^^  '      ^^    '      ^  ipu  —  pa 

l''^^  ^       "^  -x  duypu  —  pa  \ 


(  Cl  -+-  62  -i-  ^3   =  O, 

(5)  p'2it  =  4(p«  — ei)(pM  — e2)(pu  — 63), 

/  P'2m  =  4p3a  — ^2P«  — é's, 

^2  =  — 4(6162-1-^263+6361)  =  2(ef  +  el-l-  e|) 

=  I2  6|— 4(6a— ep)(6a— ey)=4(e|— 6p6y), 
^3  =  4616263. 
(7)  p"u  =  6p2i.-Ç, 


(8)  p"'m  =  \ipup'  u 

(9) 


aa±a),)  =  c«±^a+^-j'::^^^ 


,     ^        ,  («a— ep)(6a— 6y) 

p(M±(0a)  =  6aH „„_g 

p  a  —  6a 


VIII. 

(1)  a-fxti;  g,  g)  =  X  o-Cm;  ^2,  ^3), 

(2)  ^(Xu;  g'f^)=  yC(";^2,  ^3), 

(3)  p(x«;  f|'f^)=)JiP(«;^2,  ^3), 

(4)  P<«^(x«;  fJ'g)=x^2P'"n«;^2,  ^3). 
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IX. 


Ci) 


'  «  =    Il   — 


giU^ 


giU^ 


glu^ 


2*. 3. 5       2^.3.5.7        2^.3-. 5. 7 


'i  w 


i_  _    gi u^    _      gzu^ 

Il        22.3.5         22.5.7         2^.3.5'. 


P« 


gtu"- 
22.5 


2-. 7 


2^3.5-^ 


(0 


■^ —  2  COi       .       ~U 

liu  —  e^w,  .  sin 

IZ  2C0i 


X. 

n 


2(J>i 


Wi   . 


,    ,        ^          r.i?^          -             Tiff           ~     V^' U             u  —  2/ta»3                  Atwa 
(2)       r^/ = -^ — -H -cot  -H ■>       {coti: ^-T-cot- 

Wl  2C0i  20)1  20)1  .^d       (  20))  Wj 

n 

Wi  40)ï    ^      .     , 


«A  —  2/iO)i 


20)1 


[«  =  «  _. 

b        .^^    .   „     ntoj  I 
„  =  i  Sin2-r; I 
0)1   J 


„  =  i  sin2- I 

W3  J 


(6) 

(1) 

(3) 
(4) 
(5) 
(7) 


Tf),0J3  —  rj30)i    =±-  f. 


XL 


e-^aM^Tw  -t-  O)^)           e"1a"c;'({0,(—  m) 
,«  =   — =   — =^  3'a(—  ?0, 


'(2J<)  =  2  jif  O'i  a  J2"  ^3'*  —  —  P"  3'^«, 


pM  — ea  = 


tf^a 


S/V 


u  —  e«  = 


du 


(6)  /ep_ea  =  -— 


2  4° 
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XII. 

(i)  CJ'(o)  =  o,         CaWa^o,  C^w^  =  -  e-iOa«?  ^^-' , 

a*    (  M  +  2  tOa)  =  —  e2Y)a(M+Wa)  c-^  ^ 

(2)  y  a'(i«  +  2mwc(  H- 2no)p+ artoy) 

3'a(«-!-2/nwa+2na)o+2/'a)Y) 

:—  / lyir+rm+mn+m  g2(7«Y]a+«r)3+nr)Y)  Uf+/«Wa+«W3+rWv)  o'^W, 

rf  (  «  zh  coa)  =  ±  e-"1a«  tf  tOot  c'a  i< , 

(3)  3'a(iir^o)a)  =  =pe^0a«-^^-— i o-w, 


(4)  ^(^t  +  2Wa)  =  C«<-f-2-ria,  Ça(î*  +  2a)a)  =  Ça«  +  2ï)a,         ^a(«  +  ato;^)  =  Ça"  +  ar^fj, 

(5)  ?(«±wa)  =  Ca«<±^a,  Ça("  ==  "a)  ::=  Çw  =t /ja,  ?a(«  ±  wp)  =  ?Y  «  ±  ^ifi, 

XIII. 

s'a)  Y 


(l)  y/e^j—  gp  =  — <3-Vl?Wa 


tfOiot  s'en)» 


y/ea — eg  _     , 

(2)      e-^aM3-Y],3(o^ ^  t^,        y/e^_e^e^_g    -=^e        e^/e        ggj, 

v/ep  -  ea  "^  '^ 

!si  la  partit 
,   ,,      t     ^ 
réelle  de  — 
w, 
..,,    ^        -         .    -        »,         ,  -.      -.  , -.      -o,        , -.      -.       -  , -.        -,  ^    est  positive 


XIV. 

(i)  crâa  — crpif  =  (^p  — ea)a'n<, 

(2)  (  ey  —  ep  )  c'a  "  +  (^a  —  «'r)  ^p  "  -^  ( ^p  —  ^a)  ^y  «  =  <>• 
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XV. 

(i)  a'(«  -4-  a)  a'(w  —  «)  =  o'^  w ja«  —  o'awcî'^rt, 

(2)  (î'a(«  -+-  «)  3'a(i*  —  «)  =  Ci^ifO'àa  —  (e^—  ep)(ea—  <?y)3'^"  3'2«, 

(3)  (^aC"  -1-  «)  '3'a(«  —  a)  —  z^iua'^^a  —  (e^ —  eg)  cf^a(^yU, 

(4)  a'a(M  +  «)<3'(K  —  a)  =  !j  u  tjaiU  ijoa  c^^a  —  s'a  c'a  «  (3'g?f  o'yK, 

(5)  a'y(M-r-  a)  ^bC"  —  <^)  —  c'y  a  s'a  i<  l'y  or  s'a  a  -t-  (eo — ey)3'j<3'(3(M3'aa'aa. 

XVI. 

(0   P  r  =  P"  -*-  /p«  —  ep  v/p«  —  ey  +  v/pf*  — «Y  /P^  — «a  -+-  /p"  —  e»  \/p«<  —  «p, 
(2)  p—  =  ea+ y/^a— e^V^^a— «y. 

XVII. 


(,)  o-aw^e     2°-       lli     I —  ]  e*-'^»    2(*--toai- 


'*  '••      '        40)1  I  ^  nws 

\  «  =  lCOS«TC 


(2)  r''+^'P^-^=^     E 


9.  rt  —  I     CO3 

„^1    COS^TT 

2  («1 


ra+coipt03=^2 


I 

2/i  —  1    CO3 

„  =  i  sin2-K — 

l  2  O), 


(3)  (^i  if  =  e~2w7  cos 


vil" 
(4)  tfaif^e^w. 


(5) 


sin2 I 

. ^^    \, 

COi    _J 

sin2 I 

, _^'   ^      , 

9.  tO,J 

[.  „  Tiif       n 
sin2 
I ^-^ —  . 
2  Wi—I 


24o 


CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 


XVIII. 


(0 

(■^) 

(3) 

(4) 


=  Xt 


tO^=  Aw 


^i'ï  =  -r-'  ^-ï=  rr' 


a'(Ml  W'i,  0)3)  :=     X    tf  f  -      C0i,W3J, 
?;(ii|0j;,  W'3)  =^     -    ^(-     W,,t03J, 

p(a|w;,w:,)=  ^-J^p(^y    coi,  W3J, 


(3) 
(4) 


^   fli  =;  awj 


XIX. 


J3,         Ûs  =  cwi-H  oJtOa, 
ad —  6c  =  ±  I, 


iii-H  ii2H-  ii:i  =  <), 


crCif  I  Qi,  iis)  =  3'(«|  Wi,  W3), 
r(a|a,,Q3)=^(a|co„co3), 
p(?t]i2i,  ^3)  =  p(a|  coi,  W3). 


(0 
H) 

(5) 


XX. 


IIi  =  ÇQi,  Il2=ÇSi2,  «S^CSis, 

Hi  =  av]i4- 67)3,         113  =  crji-t- (ir,3, 
Hi-f-  112  +  113  =  o, 

H1Q3—  Hsiii  —±—, 


pCOi   =   ^1,  pt0.2=e2,  pW3=:e3, 

pu,  =  El  — ex,      pQ2  =  E2  =  ejx,       pii3  =  E3  =  ev. 
r  a'i(a|  ûi,  Û3)  =  3'x  («<  I  wi,  W3), 

I    3'2(?i  I  Î2i,  Q3)  =  3'(A(i<  1  Wi,  103), 

I  a'3(?<  1  Qi,  Q3)  =  a'v(«  I  wi,  0)3). 


FORMULES. 


24 1 


XX  (fin). 

(6) 


a 

b 

c 

d 

Ûl 

Û2 

Q3 

X 

1^ 

V 

1° 

I 

0 

0 

I 

Wi 

0)2 

0)3 

I 

2 

3 

2° 

I 

0 

1 

I 

(Oi 

IO3 

0)2 

I 

3 

2 

3° 

I 

I 

0 

I 

(1)2 

W, 

0)3 

2 

I 

3 

4° 

I 

I 

1 

0 

0)2 

0)3 

0), 

2 

3 

I 

5° 

0 

I 

1 

0 

W3 

0)2 

0)1 

3 

2 

I 

6» 

0 

I 

I 

I 

W3 

0), 

0)2 

3 

' 

2 

(7) 
ac? —  6c  =  4-  I, 


7)10)3  —  T,3  0)1  =    ,  Hiiîs—  H3fli= 

2  2 


2° 
3» 

4° 

6» 

v/e2  —  E3 

/Ei—  E3 

/Ei  —  E2 

rt+c— 1 

n— 1 

rt+/)— 1 
(_,)     2      s/e^  —  e^ 

(_,)     2      v/e,_e3 

(-1)  2    v/e,-e3 

c— 1 

rf-i 
(—1)  2    /ei— e2 

(—0  *    /^i— es 

i(-l)  2    y/ej-es 

rf+l 

«-Hl 

6+1 
t'(-i)  2    v^ei  — es 

(— [)  2    /ei— es 

f+i 

i{—i)  2    y/ei— e2 

n+l 

(—1)  2    y/ea— es 

j(— 0  "■'    V^ei  — «3 

6-l-rf-l 

6+1 

rt+6— 1 

i{—\)     -^      V^e,— ea 

t(— i)  2    v/^i  — ea 

i(_,)     2      y/e^-ej 

rf+i 

r+l 

6+1 
î'(— i)  2    /«i  — «3 

(—1)  2    /e,  — ea 

f(— 1)   2     ^62—63 

T.  et  M.  —  II. 
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CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 


(0 


(^) 


XXI. 


Pi 


Cl  u 


,  wj     =  e 


(3,    c(.|%.,)=u-2<"-^')-i:^-^"''" 

(4)  p/„|!^,a)3J  =pa-H_2)pH 


('-) 


"H ~  ]  —  2P1, 


('•) 


(  e/î  particulier  :    r  —  i ,  1,  . .  .,  n  —  1  ou  r  =  ±1,  ±2,  . . . ,  ± 


(5) 


V./W1      Wi  \  20), 

Hi=ç  —  — -,103    =7m-__Pi, 

'  n  I  n         /  n 


ni+H2  +  H3  =  o, 


H3  =  UW3      — 5W3J    =  /ITjsH-  20)3?!, 
(6)                 E,  =p(—     —  'W3),            E3  =pf  0)3     —  ,  0)3  I,            Ei+E2  +  E3  =  0, 
,  V  -«2j — T— ■1i+"-Pi Cl     MM -O),  ) 

(,)    .,(„|^,.3)=.  -  "     n  ^     "    ^ 


(,.)  <Ti— 0)1 


(8)  ^2 


(9)        C3  « 


(«^,o)3)=e     <^)     "  n       \       -.   " T^' 

wi  ) 


0)1 


-«2j  — '"îi  +  w'Pi Cs      M  -+-  ■ 


,  0)3     =  e      ('•) 


n 


tf3(-0)i 


(/•  =  '"o,  ''l)  •••)  rn-\) 
/  en  particulier  :  r  —  0.1,2, ...,  11  —  i  ou  r  =  o,  ±  i ,  dz  2, . . . ,  ±  — _ —  j 


FORMULES. 


243 


(0 

(2) 

(3) 

(4) 


(5) 


(0 


(2) 


XXII. 


M   —,  (1)3  j  =  e  2    o'Mo'iW  =  e  2    tf^ay^pit  —  Cl, 


p  M 


,  W3  )  =  p II -+- p{u -h  oii)— Cl  =pu-+- 


(e.2—ei)(e3—ei) 

pu  — Ci 


H3=  ;   W3 


—  >  W3      =      7]iH : 

2/2 


Wi 


^,   U)3  )   =  27)3+  eiOJ3,  Hi+H2+H3=0, 


-,  W3J  =  ei  — 2  /«i  — ^2  y/ei— £-3, 


E2  =  p  (  —  "^  '^^ 


COi 


E3  =  P       t"3 


—  ,0)3    =  — aei, 
2 


toi  3  W] 


XXIII. 


e,M' 


^ /^i  —  «2(3'^  a — y/^i— e3  3'|«< 


V^^i  — 62  — y/ei— 63 


e^u* 


Cfii  U 


=  e  2  c^iaipu  —  ei—s/ei  —  e-i^ei  —  63), 

-f  ,  0)3  ]  =  e  ^    {c^lu-+-  /ei—  6-2  s/e\—  e3(i'^u) 
_    ^'-  /ei  — e3a'|a-4- \/ei  — e2a'|M 


y/ei  —  63  +  /ei — e^ 


e,M» 


\  =e  2    a'iu{pu  —  ei+ \/ë7— ely/ei — 63), 

( 3 )     3'3  (  2<   — ,  t03  j  =  e  2    a'^ua'3u  =  e  ^    (^^u  \/pu  —  e.  ^pu  — 63. 


244 


CALCUL    DIFFÉREXTIEL. 


(2) 


(•i) 


(4) 


(5) 


XXIV. 


111  =  U^il^i'  — 


W3  CO3 

—      COi,   — 
'2  '2 


E3  =  p(-  ^-^i^t; 


=   27)1+  63^1, 


«3^3 
=       Tj3H -, 


pu  — es 


>  h'i  -i-  112  -\-  n'j  —  o. 


=  —  ■263, 


W3 


Wj  3103 

Pt-+p-^ 


=  es—  i\Je\,—  es  /<?,— es, 
=  63-1-  2  v/ei  —  63  /ea  —  ^3  ; 
=  E3  +  es- 


«"a"' 


FORMULES.  245 

XXV. 

/  ,y    \  '-3"'  ga"'  

(1)  3'i  (  «  1  wj,  —  I  =  e  2    a*,  M  o-j î<  =  e  2    ^in  ^pu  —  g,  /pa  —  e^, 

1   tfîf  "  I  w,,  —  )  =  (?  2    (cri  M  -4-  /ei  —  es  /ea—  e-i^-u) 

(2)  /  _    -y-  \/ei  — 633^1  tt  —  \/e2  —  g3^i« 
1  y/ei—  63  —  ve2—  Cj 

I  ^  ea"' 

s'a  f  a  I  0)1,  —  j  =  e  2    (^'lîf  —  /«i—  «3  s/e^—  e^^-u) 
V^ei  — es  +  /ea— es 

«•a"*  ^_^^ 

e2        a'2fi(p,<   _   e3_    y/'t;,—   gj    y/gj—   63). 


246 


CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 


XXVI. 


(I) 


lu    — ,  103  1  =  e      ('')  cfu 


n 


d  1  M  -4-  —  Wi 
n 


n 


c'a  (  if     —  >  W3 


S  2'"  .» 

—  ri,+;<'P, 


Ca" 


n 


c'a  (  M  H Wi 


;,        tfa(^a)ij 


(2) 


v2'-->  ,„  _-     /         ,     2/-— I         \ 

/      I  "Ji  \  Tv     "  TT       \  «  / 


(r)         <?'' 


(^-^-) 


a>i 


s'il  «U^,  103  )  =e      M 


SS''—  1  .r. 


2  /•  —  I 


G'iZfl    I 

11  l-ir  —  x 

{r)  <i  \ Wl 

ir  —  I 


Wi 


^2    M    —  j  W3     =e      <'•) 


—  «2-^^ — TOi+«'Pi  C3  (  a 


■"S^vi.  +  «'P. 


ir  —  I      \ 

n  J 


tfa     M  -I- 


(r  =  ri,  7-2,  ...,  r„_i) 
(  en  particulier  :  r  —  1,1,  ...,  n —  \  ou  ;-  =  ±:  i ,  ±  2,  . . . ,  rh j  - 


FORMULES. 


247 


(3) 


(4) 


XXVI  (fin). 


/    ,  \  . cffaH (Oijo'la toi) 


<fa.{  U 


S'a  (  «  +  —  w,  )  S'a  (  ?<  —  ^^  Wi 


tf      M 


W, 


J    W3       = 


=  e"'P.a'a    I  I      0-2  «  _ 


a(a    ^,0.3) 


s'a!  M 


(5) 


^,  C03)  ^e"-P.a'aaa'^^-iuTT|p^^-^a-^'°'~'^^^'"~-^-^" 


r  =  ri,     7-2,     ...,     /•„. 


en  particulier  :  r  =  i,     1 


n  —  I  \ 


] 


^4t 


CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 


XXYII. 


(0 


^P3=21p(vf'"0' 


0)3 


(^f  a|  coi,  —  )  =  e      ('') 


n 


(a +^0)3) 


<2) 


tfl  —  W3 
n 


o-af  "1^1,  -^^  )  =  e      C) 


"2— "Os +"'•'»  c" 

c'a  "2^ 


«(«+^0.3) 


/  en  particulier  :  r  =  i,  1,  . . . ,  n  —  1   ou  r  —  dz  t ,  ±  2,  . . . ,  àz  ■ — 


<3) 


h'i  —  «ï)l+   2Wi  P3, 
H3=    Ïl3     +   "Tj-Ps' 


CTa  I  —  <JJ3 


//•  =  ri,  /'a,  ...,  /-/i-A 
(  en  particulier  :  r  =  i,  2,   . 


FORMULES.  249 


Dans  les  formules  XXVIII  el  suivantes  la  partie  réelle  de  — ^.  est 
supposée  positive. 


XXVIII. 


(1)  r,,W3—  7,3  0)1  =  4-  —J 


!_     u-  t^ 


(3) 


(4) 


tn  mut 

m  /nTTli 

y/gr'"  —  q"  —  e    "   , 


n  =00  n  =  00 

72  =  J][(' +  5'-'^-'),     ^3  =  fJ(i-g'^«-'), 


(6)  i6<7g'?  =  <7|— ^|. 


25o  CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 

XXIX. 


(0 


(2) 


(3) 


U) 


CJ'M  = 

■K  'Il 


n  =  00 

TT  11  (l  —  5'2«)2 

n-l 

0-,  „  =  l^tfll  e^vi.co...  TT  l±l!!fl!  TJ  i+i!^ 

2  11       I-f-gr^/l       XI      I-h^rî" 

n  =  l  71  =  1 


cosPTT  e^'OiWif' 


n- 


(y,  M  =  e2Yi,w,^î 


(l+  ^2«^2 

72=  00 

l  -j-  ^27^11        I    I      ,  _4_  ni'i-l 


n—l 


7Î=:1  71  =  1 

/l  =  00 


=  gîO.W.P'  TT  I  +  2j^^^'-^COS2P7r  +  gr472-2 
11  (l+727î-l)2  ' 

71  =  1 

TZ  =00  7Z  =  00 

11      1  —  gin-i      IX     ,_^2/t-l 

71  =  1  71  =  1 

^  e^O.'^.^-^  TT  '  ~  '^^"'~'  ^"'^'^'^  ^  ^""'^ 

11  (l  —  9-27^-1^2 

71=1 

XXX. 

71=  00 

77  =  1 

7!=:  00 

■V^  4ûr27J  — 1 

(3)  ^^1^1   =-^^30)?  -712  2^^-—^-^, 

77=1 

(4)  .,..,  =  ,,  [^■_"|_4ç_j. 


^      '  ^(l—  9-271)2  ^(l— gf27i-l)2  ^(n-5r27i-l)2  ^(^i 


+  5-271)2 
71  =  1 


FORMULES. 


a5i 


XXXI. 


(0 


co, 

«Oj 

Wj 

tf 

^«ig'îg  2 

.«.,   ^1  ^^' 

3-1 

o 

„2           ^s^s 

C^-2 

2       ^.«. 

^1 

o 

0-3 

^2       10>W. 

<7§ 

9      T     r»Wa 

5^1 

o 

ixUJj  i^tUj  JZtU^ 


v/e2—  63=—  -^4gr2^|g,2, 


(2) 


/ei 


^3  = 


(3) 


J/e2  —  63  =  1 4/ -^  2 ^0 gr|  g,T 


(4)     \  v/(/=  v^ej— es  v^ei— esV^ei  — ^2=  ^'^  y  ^  ^^S'o  S'S 

g'(X(Oi,  Xws)  =  ^  g'(wi,  103). 
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n=:oo  /  1   \^ 


XXXII. 

(i)       S-i(p)  =  >  (— i)«2(7  sin(2/7 -H  j)Trp  =  25-*  sinTiP  — 25-*  sinSrp - 

71  =  0 

(li)      Sr2(p)=  >2^         '    cos{2n -i-i)Tzv  —  Q.g'' cos-KV -h  •2.g'' cosi'Ki' -^-. . ., 

»  =  0 

«   =  00 

(3)  S^sCp)  —  I  -r-  \  2<7""  cos lUTCv  =  \  -\-  iq  cosaTiP'  -\-  iq'*  cos4Trt'  -+-.-., 

n  =  l 

(4)  3'4(>')  =  '  +  ^( —  i)'^2g"^  cos2m:v  =  1  —  2  5r  cos2th^  +  2q''  cos4i^^'  — 

n  =  1 

(5)  ?Si{v)— -^q^^q^  è\nvK\  I  (i  —  iq^"^  co%ivk -\- q^"-), 

n  =  l 
n  —  x 

(6)  3r2(p)  =  i^TQ^r*  cosPTc  I  î  {i-h 'iq^"' C0S2VK -T- q'*"), 

n-l 

(7)  Sr3(i^)='7o  JJ(i+2g'2«-icos2PTr  +  5r*«-2), 

n=l 

n  =  oo 

(8)  •^4(f')=  ^ToTTCi  — 2g'27t-icos2P7r  +  g'*«-2), 

n  =  l 

(9)  .^^^uo-rUc-o^/^'K-J, 

n 

irjv»  __  /       1     f\' 

(ro)  e  ^    2r2(p)=      ^^e       V      2    W, 

R 

(..)  e— ^3(0=      2^^^'(""^), 

n 

(12)  -^      S4(^)-  ^J^"')"^  ' 


FORMULES.  353 


XXXII  (fin). 

(.  bis)  p,(z)=.   '^^(-ly'gi"^!)    ,2„+., 

n 

i'ibis)  p2(-)=      ^q("^^)  z'-n+r, 

n 

(ibis)  p3(2j=     2^"'^""' 

n 

{\bis)  ?i(-)=      21(— 0"^"'-^", 

/;  =  <»  1  —  00 

n  =  l  /i  =  l 

n=z»  n  =  » 

«  =  œ  n  =  x 

(-bis)  p3(-)-g'0  JJ(t  +  ^2«-l--2)  JJ(,_t_^2«-l,2)^ 

/i  =  l  n=:l 

«  =  n  rt  =  30 

(8  6iS)  p4(5)  =  '7o£J  (l  —  g'2«-l^-2)  TT  (i  _  qin-l  -2)^ 


pi(^)  =  ?i(e'"^0  =2ri{('), 


254  CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 

XXXIII. 

(2)  2  ^0  ^f  ^*  ^1  «=«''''"""  ^2 (^)' 

(3)  ^o^l^2"  =  e2^''^'"'2r3(p), 

(4)  ^o^ltfsM^e^vi.w.-'Sr.Cp), 

(5)  tf«  =  2a)i|^e^^i'-.''% 

(7)  ^"   ~~^  ^  20)1  2ri(p)' 

7)1  M  _  _i_  Srâ+i(p) 

(9)  i/i^^/y^a  ^.-e^^.-^.-'SriCO, 

(10)  */^^i;3^c'ia  =  ie2'î.«,..^2r2(p), 

(11)  */i^yeI^r73a'2«  =  e'-^'«""2r3(0, 

(12)  i/^  yj;=r^,^,u  =  e^^-^^^>-'%{v). 


FORMULES. 


255 


(0 


(3) 

(4) 

(5) 
(6) 


<7) 


(8) 


XXXIV. 

Zéros  {modulis  i,  x). 


% 

^. 

% 

Sr* 

o 

1 

2 

I  -f-T 

T 
2 

2 

S,(pH_i)  =  _2r,((;),        2r2(P-M)=-&2(p), 

_i 
B  =  ^    *  e-'T^", 

^l(v  -^  ni-h  n-z)  —  {—  i)'n+n  q-n'-  e-irn'ni^^ç^ 

2r2((^  H-  /n -t-  nz)  =      (—  i)'«  ^r-^'e-s^^Tti^j^, 
2r3(p-h  m-H  «x)  =  g'-n'e-2«'''î'3r3t^, 


256  CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 


XXXV. 


(0 


(2) 


(3) 


(4) 


p'i(-r)=       -g'-i2r'i(o), 
j  2r'3(T)  =  -2tTr^-i2r3(o), 

y.^  {m  -+-  ni)  =(—  ly+^ariraq-"'-  ^2(0), 
-^  j  2r'3(m-+-/iT)  =  —  2  7iTTig-"'2r3(o), 

2r'7il^)=-.-7r^"-b3(o), 


FORMULES. 


2D7 


XXXVI. 


(0 


n 


—  iq^  -\-  iq'*  -\-iq  ''   -h..., 
=  I  —  iq  -+-  •iq'*  —  •2  5'9+..., 


(^) 


(3) 


?S\{o)  =  'nzqlq'%  ?!i(o)  =iqoq\  q" , 


y     2  Wi  y      2  trii 

y  "3. Ml  y  -Util 


(4) 


i  \/e-î  —  es  \Jex  —  e^  y/ei  —  eo 


8wf 


2f?(o), 


y/e,— 63  = ^2r^(o),      y/ei— 63= 3^2  (o),      /g,  —  <?,  = -J_  2r|  (o^, 

2Wi  2Wi  2C0| 

(5)  ^'i(o)  =  7r2r,(o)3r3(o)3r,(o), 

(6)  3Ko)  =  ^Ko)-+-3r|(oX 


^7) 


^'-K^V^^^^^^^-^^^^^^^'    ^^=K^) 


e,=  ir— )   [+S|(o)-^t(o)], 


e3=3(^— J   l-^Ko)-^l(o)],  «3-6.^=^— 2r*,^^(o),  pour  p>Y, 


(8) 


^,=  -^    A     [2r|(o)4-3r|(o)-2r|(o)2rKo)] 

19.   \Wi/ 

^^*=  (i^)1  S  t^^'  ^^^  "^  ^^'  ^°^^  "  i  ^^'^^""^  ^  2rHo)]3r|(o)S^  (o)  j 

i*   \2Wi  / 


T.  et  M.  —  II, 


'7 
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XXXVII. 


(i)  Jk=  ^-^  =  ^g'^  +  ^y^'+ay  *  +... 


(2)  \/k'  = 


(8) 


-, _  ^4(0)  _  \  —  "xq  -Ariq'' 


r 


2r3(o)        1  +  -xq  -\-iq'*-i-  ■2q'^^. 
(3)  '  X:2+,t'2=,, 

v/e,  —  es 


(4)  i\/k 


y/e,  —  es 


/e,  —  62 


(5)  V/:^=|, 

Vei— es 

^n^  ^r'=  il  =  r(»-y)(i-^^)(»-yM..--|^ 

(I  — A-2+A:4)3  _  (i_A-U-'2)' 


4(^1-27^1)      8         27|(o)2r«(o)&Uo; 


FORMULES.  2D9 

XXXVIII. 


(i)      -^{x)  =\/k  =z  \fi.q^  —  z=  s/iq^ -^^ =  ^ïq^— 


(2V4-1) 


q-î 


n  —  l 


(.)  H^)=yk'=f=.^^ 


JJ(,_^2.-,)  2(-')^ 


(3) 
(4) 


Jl  (1  +  ^2.-1)  2 

72  =  1  V 

,     ,         ,j       2r,(o|T) 
'  ^  ^      ^  Sr3(o|x)' 


»V(2V+1} 


(5) 

(6) 

Cp8(T)+^8(^)=i, 

(7) 

<p(T)^(x)  =  XH'^)> 

(8) 

h(T)  =  ^^5r„, 

(9)  f(:^)  =  q~ 

'^'q.= 

y-- 

S;(0lt)=27zh3(T), 

2-,(0  I  Z)  =:  h(.)  /Kt)  =   ^  h(.)   ^|, 
1 

(1-2) 


(i3) 
(<4) 


^7o 

=  '7     '2h(x), 

^1 

Çî 

Ci 

=  5/;?^+'^', 
•/.(') 

26o  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

XXXIX. 

/      \  «  I      Sf  0(4-1  (O) 

•2  ;?a+i(o) 
\  3  /  Sra+i(o)        24  3ra+t(o) 


(4) 


(') 


&Uo)       &2(o)"^2r3(o)  "^3r4(o)' 


XL. 


(  2:^3(2^1  4t)=2r3(p|T)-t-2r4(HT), 


^.^  6  =  s/TUT^  =  --^^  =  \-^^^'  -y^^-'-^-'JL 


xq- 


(3) 


C'ifa  m|  tO],  4f"3)  V  ^1 — 63  3*2  f  M  '  Wi,  W3) (/gj —  e2'3'3(i*  I  <J>i,  (O3) 

a'2(2M>i,4w3)       ^e;=:i;cf.2(uIwj,W3)  +  v^ei— e2a'3(a|u)i,t03) 


FORMULES. 
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XLI. 


H1Û3 — H3Û1  =  —, 


C  -H  fl?7 


(I) 
(2) 

(3) 

(4) 


(5) 


(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 


2Q1 


a  -\-  bx 
^QgQ*a'«    =e2H.û.v»Sri(v|T), 

*/ •  i   /"^  9    f 

V/£2  — E3  =  ta  /  -—   2QoQfQ*, 

v/iT^^lTa  ^/^  o-xi*  =  ïV-H.n.V'  S^(v  I  T), 
t/i7^=T3  ^■:^' o'j.a^  e2H,a.v»&3(v  I  T), 
V^Ei  -  E2  t/ ^  o-v  M  =  e^H.n.v»  ^^(  v|  T). 
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(O 

(2) 

(3) 
(4) 

(5) 
(6) 


(7) 


(8) 


XLII. 


£  V^aH-èxe'"''"'3'i(plT)      =2ri(v|T), 
s'  /a  +  6T  e'^'^vTO-  2rj^^j (  j,  [  ^)  ^  o^^ ( ^  |  ^ )^ 


t"'\Ja  +  6t  e*''v'^'2rv+i(p  h)  =  ^^(v  |  t), 

-[Il 


I  3    ah  +  ac  +  bd  —  acb'^  —  'Ah 

i  2 


b(a  +  d  —  %) 


t)  i       ^         si  b  est  impair  et  positif, 

/  7  \      fl(3  — 6  +  c)  — 3 

=     —  j  t         2  5J  a  esZ  impair  et  positif , 


nb 


ah  +  rd 


+  bc  +  a  +  c  +  m" 


=  l 


cd 


£  .— -+C  — H-/ra"' 


1°. 

2°. 

3°. 

k". 

5°. 

6°. 

m' 

—  I 

—  I 

—  I 

—  I 

b 

b 

m," 

—  ( 

b-^d 

—  I 

b-\-d 

—  £ 

—  I 

m'" 

d 

—  I 

d 

—  I 

—  I 

—  I 

FOKMULES. 
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XLIII. 


(0 
(^-) 

(3) 
(4) 

(5) 
(6) 

(7) 

(8) 
(9) 

(10) 

(II) 

(12) 

(i3) 
(i4) 
(i5) 
(i6) 


Sl(i 

;|T-Hi)  =  v/i^i(p|T), 

%( 

p|x  +  i)  =  /t2r-2(t'  h), 

%{ 

V\X-i-ï)=          '^!,{i>\'z), 

2r4( 

t>\z-hi)=      2^3(^1  "c), 

H^ 

K-: 

-i)=^;r  &.(.!,), 

Hi 

Hi 

s;(o 

|t  +  i)=  v/t2r'i(o|T), 

%io 

|x  +  i)=  /i2r2(o|T), 

%{o 

lx  +  ,)=       2r4(o|T), 

&4(C 

>h  +  i)=       2r3(o|T), 

2r;(o 

|_i)=-v/?xv/':2r;(oIx), 

^2(0 

1-0=  ,4>'^°'^>- 

^3(0 

,-i)=         ^.3(0,.,. 

%(o 

1-0=   7!^=(°"'- 
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XLIV. 


n 

n 

n 

'  n 

XLV. 


(I)  h(x  +  l)=Ç/^-h(T), 


(3)  4'(^  +  i)  ' 


(4) 


4-(x)' 


(5) 


(9) 


(lO) 


(II) 


FORMULES. 


XLV  (fin). 


a65 


H(-i)  =  gH,) 


(6)  ç(^_-j=^(x), 

(7)  4^(-j)=?(^)' 

(8)  x(--)=X('^). 


cp('i:  +  an)       =  j"^ç)(t), 

=  ?(^), 


tj;( ^ )  =  i^^(T), 

^  \  I  —  inx ] 

n 

X(T  +  2n)      =  i^x(^)' 
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XL  VI. 


(0 


?(T)  = 

^(T)  = 

1° 

(3).?o(,)   ^ 

1" 

\ar     4'(x) 

3" 

0(T) 

4» 

4;(t) 

5° 

6° 

Cp(T) 

(■*) 


5° 
6° 


(6  —  0  [bcd  —  a)  (b  —  c){abc  —  d) 

[b  —  c]  [bcd  —  n) 

{b  —  O  (abc  — il) 


x(^). 


xÇO, 

(f(T)' 


ja  +  d)  jabd  —  c) 
{a  +  d)  (abd  —  c) 


x(i) 


X(t)  =  «^' 

x(T)  =  r 


(a  +  d)  jacd  —  b)  .,  /s. 


X(^)  =  ï' 

xÇO, 

cp(x) 


{a  +  d)  (acd  —  b) 
12 


x(-). 


FORMULES. 
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XLVI  (fin). 


(3) 


3° 
4° 

6« 


^(^)=    (à)p 

X(T)  =  -(-jp.  «  L_ 

/2\  _i^(a6  +  crf)  y(t) 

,       ,  3  TC  Z 

X(T)  =  -     0)      P 

X(t)  = 


\  37tZ,,  „  /\ 

2\  — -(aô  +  crf)       7(x) 

-     I         ^  p     O  £^ , 


X(T)  =  -      r       pe 


2  \  —-(ab-cd) 

Vc)    P"  ^^")' 

cp('c)' 


■  (rtft  +  ac+bd  —  ab*c)  —  ^  (crf4-  rtC  +  bd—  bc*d) 


(4)  h(T) 


(5) 


(6) 


h(T)  = 
h(T)  = 


=  [?]^-"" 
=  (l)'- 

0 


— -^[8(6  — sgn6)  +  flc(6»  — l)-ô(rt  +  rf))4 


y/— (a-4-6'c)2h(x), 


*     *    _'^[„c(6'-l)-6(a  +  rf)]   / ^ 7— Tu/    \ 

;     12  ^_  i^oj  + Ot)  h(T), 


•V^    -^[«{i-c)  +  M(a«-l)]    / -7-.   ,    V 
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XLVII. 


(I) 


Q  =  gr2  =  e2TTO-^ 
V  =  oo  V  =  » 

v=i  v=i 

=  IX(i  +  g'^'2^-i')>        Q3  =  II(«  -  5'^'^^-"), 


Q2 


(a) 


(3) 


(4) 


(io  =  qoqu       03=5^2^3  = 
2Q|Q,|  =  g'o'(5'2  +  g'3)» 
8Q^Q|Qt=g'g(g'|-g'^), 


S'i 


2r3(2('|  2t)  = 


3ri(0-3rf(p)  ^  Srl(t>)-&|(0^ 

•2^3(0  |2X)  22^2(0  |2t) 


2  2r2  (  o  j  2  T  ) 
Sr3(03r4(t^) 

2^4(0  |'2T) 


•2^-3(0  |2t) 


2&;  (o  1  2t)  Sr^Co  I  2t)  =  3r; (o) ^2 

2Sr2(0|2x)2r3(0[2T)  =  Sl(0), 

22ri(o|2T)  =  2rKo)-2r|(o), 
23r2(o|2T)  =  S|(o)  +  2rKo), 

2r|(o|2'c)=2r3(o)&4(o 


FORMULES. 
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XL  VIII. 


(0 


(2) 


(3) 


(4) 


1  TTtt 

—  «2  =  e  2  , 


Q  =  q'- 

V=:«>  V  =  00 

Qo  =  JJCi  -  'Z^)-  Q'i  =  JI(i  +  9'^)> 


V— .  1 


V=l 

V  =  oo 


0.  o'.=n(.-/-î), 


5'3 


2r,  (  o 


^) 


^3  I  ^    -     =   7 ^ =  T~\ — ^ > 


3^1 


T\         3f(p)+SKt')         S|(c.)-&|(t;) 


22r2  (0)3-3(0), 


^^o|-y  =  2r|(o)+2ri(o), 
2^!(o|^)  =  3i(o)-3r?,(o). 
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XLIX. 


(I) 

(2) 

(3) 

(4) 
(5> 

(6) 

(7) 


(8) 


h2 


2h2(2T)=h(T)2r2(0), 


t 


4'H^) 


d4(t)      _  i  — J'H'^'I 


T-i- 1 


V^2X(^) 


'     /  N      r^V'-    h(2T) 


<|.(t)=7^ 


6/-    12A-.  ll('^) 


(9) 


(lo) 
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XLIX  (fin). 


(T-l)ltJ 


h 


zni  h(  -  ) 


/ ; /-    o  (  "^  ) 


<l) 


L. 


'^         ^  27HO)  2^3(0)  &4(oj  ' 

2^2(0)  ;J|(o) 
~'3(,if^;  — oTi — Tcn — ^ ' 
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I          TT      ,    I       3r'.  (o)               I          nTT     ,     f        n^'.  (o\  Hz) 
—  =  ~9l9    =  — '  T-  =  —  Qo  Q'  =  ■ -> 


a  0)1 


I 

«2 
I 

a-. 


2  Q?  Qo  Q*  =  '^2(0  \  nz), 


—  =glgo      =^4(0), 
«4 


q|  Qo  =  3^3(0]  n-û), 

.      —  q1  Qo  =  ^i>{o  \nx). 

Ai 


A3 
I 


(I) 


(2) 


(3) 


Q   =  gr«  —   e«T7t«^ 


V  =  l 

v  =  « 


V  =  1 

Q2  =  JJ(I  +  ^«'2V-1)),  Q3  =  JJ(I  -  g-^f^V-I))^ 

V=l  V.—  ) 


n^i(-)=(-o' 

■       (r) 

n 


qo-  q 


qo 


/«, 


qi 


:?3  1  - 
n 


(rj 


n  —  l 

-T-  0-2 


('•) 


n 

('■) 


)  =  ?. 

n  /  qa 


n^>(i)=î;^f'. 


n  —  l 


S.l- !=(-.) 


"1  îS-'?  '  ?f 


nâ.(^) =(-.)- îT'/"'!! 


n 
n 

{r) 


=  ^ 


«-1  ^ 

"    ql 


FOnMULES. 

1  —  1        v-i 


(4) 


^r,(„.|;^, )  =  (_,)<'■)    |^2r,(.)JJ:^,|^.       ^^ 


S. 


(/•  =  ri,  /-j,  ...,  r„_,). 


(5)        ?Ji{nv\nz) 


Al 


(Il 


c-) 


'^l+i{v)  — 


(^) 


(6)  ^î(«^^|/iT)=g2r,(t')JI 

(7)  2r3(n.|/zx)-g&3(^)JJ 

(8)  2r,(nPln-)  =  |î^i(»JI 


2r|(p)- 


3!(<')- 


Aa+-i 


C) 


C-) 


"'(^^n^K^)  •'^='^'^°^n^^-'(^) 


(9)       (  /i2r'i(o|/i-T) 


(-0 


^oL+i(o\  n-) 


C-i 


fr  =  ri,r„  ...,r„_A. 
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SfK'^)       : 


T.  et  M.  —  II. 
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•^i(o) 


J_ 


«1  Wi 

1 


LU. 


20)1 


(I) 


(•^) 


(3> 


a 


0-' 

(» 

% 

(o 

% 

(» 

S?4 

(» 

X 

n/        A', 


=:    n   3 


=   T7-    =2Qi2q^q'4^ 


n/^I;^^^'^- 


1       I2L' 
Q'=(7"=^  "   , 

Qo=fJ\'  — '7'V,  Q,  =  ■  ■  M 


V  =  1 
V  =00 

n  — 1 


V— 1 


n 

V=l 

ïî 


n  —  1      «  —  1 


n 

_  n  —  l 

n 

«—1 


n^'(v)=^î^l 


n  — 1  n  —  l      n  —  i 


9o 


—  /y        S" 


=  ^ 


^I 


n  —  l 


n  -œ 


«  -1 


9± 


l)(n  — 2i     _yi  ;-2 


n 
n 

n 


:s-A  — 


^i-g 


'j  ,       n- 


,j_i  n^-1     y  /•' 


S- 


11 


ii-  —  \       yi  r'- 


=  (-.)■"     ^fT-0?7'^'^      ^"% 


('■  =   /'l,   '"2,    •••,  '•«-!)• 
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(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


S.  U 


LU  (fin). 

2 1»  71:  j  y.  - 


n 


">i 


(^)n^' 


1  M'  + 


,  2f7ti2j  - 


'a+1  (''+  -^  )' 


(/•) 


(/•=  /•,,  /-j,  ,..,r„_i), 


;n 


^a.+i 


ir) 


S' 


S'il 

en  particulier 
bi  ^  b<i=  03  =  O:^  =  ---  ,  pour  r  =  rn  I ,  ±  2,   . . . ,  ± 


(-0 


a; 


m^Kv)=^n^^^.(v)=|^=^-^^, 


'•  =  '1,  r,, 


"«-■y 


~'â-t-i  ', 


0-2  /        \ 


^î  r-::^ 


2rf(p) 


^i(^) 77^  ^KO 


^l( 


&!(.•)- 


/•=/•!,    /'2, 
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LUI. 

ir) 

(2)  v/nh(nT)[h(x)]"^  =  Jj2?i(^). 


(3) 


(4) 


(5) 


tfCnr)  _    (r) 


''-'    UH'. 


(r) 


{r) 


<|;(T) 


«  —  1 


) 

(7)         ^'  '  9   -^^  Mn;^'^^"^]"^^n^'(ir 

n 


«-1       ""-1      /t\  ^^       «-r,-    /'-T 

,;   2     o      2*«   h  ,  ,     ,    _ 

(r) 


(8) 


(9) 


(r) 


cp(T) 


n 


-'3 


rx 


4^  U 


-VC^) 


n 


n 


X    -  ^'ilzi 


^'-^^    [M^)] 


uo)        17^  "'^    n^ '" 


(r) 


n 
/•  =  I,  2,  .  .  .,  - 


FORMULES. 
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LIV. 


eHo 


eHs 


s,(„..,=(-,)^n^,(.^-^^^), 


([A,  V) 


^.C")  =  (-.)•■■'"  l[%{^-^^^^-!^). 


([X,  V) 


^%(nv)=  JJ^a/p  +  ^-i-^ 


dJL,  V) 


civ) 


(  [A>  V) 


n-— 1      1  V     . 


^.(-)  =  (-l)"-'^n^.(^'-H^-.^): 


oAo^^r-^^ 


in 


'/;  =  ri,     Tî,      ....     /-„_! 

/'  =  o,       /'i,     /'2,      ..  .,     r„_i. 
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LV. 


(0 


(2) 


(I) 


(3) 


Tz tu>,   „     mil 


*(a)  =  V  A„^A  e2«mi'  =  V  A„e"/'">  "  "^  w,  "^ 


r   *(«  +  2Wi)  =  <ï>(m), 

Au/,, 
{'t  +  tù,) 

(3)       {  *,.(«)  =  \  ^      ^      e2j7ti«/i+/-)  =  ^/i  e2r»'TO2r3(Ap  H-  r-c  |  hz), 


(/■  =  0,  1,  2,  ..  .,  A— i), 

(4)  <Ï>o(m)  =  ^3(2(^|2t),  *,(M)  =  2r2(2Pl2T). 


LVI. 

I  3r|(p)  =  _A-'2rf(p)  +  /:2ri(p), 


2r|(o)&2(^'-4-c)2r2(^-c)      =-&|(c)2rf(p)     +âl(c)3r|(,;), 
&l(o)2r,(p  +  c)2r4(P-c)      =     2r|(c)2r|((^)      +2r|(c)^|(t^), 


2r3(o)S4(o)&i(t^4-c)2r2(p-c) 

=  +  2r3(c)2r4(c)2ri(0  2r2(^')  +  ^i(0^2(c)2r3((;)2r4(p), 

2r3(o)Sr4(o)2r3(<;  +  c)2r,(ç.-c) 
=  -2r,(c)&2(c)2ri((>)2r2(p)  +  2r3(c)&,(c)2r3(t^)&4(i'), 

2r2(o)&4(o)2ri(p  +  c)2r3(P-c) 

^  —  2!,{c)%(c)^i{i')%(i>)^%(c)^,{c)%{v)?!,(i>), 
%(o)%{o)?!t{v  -i-  c)%{i'  -  c) 

(5)         { 

=  -2ri(c)Sr,(c)2ri(p)2r4(p)4-&2(c)&3(c)S2(03^3(0- 


(4) 


(2) 

(3) 
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LVII. 


/   Tp=&p(a  +  6)2rp('a  — è)2rp(c  +  c?)&p(c  — ^), 

(i)  I  Tp  =  &p(a  +  c)2rp(a-c)&p(c?+6)Srp(rf-6), 

(  Tp  =  &p(a  +  d)  &p(a  —  d)  2rp(6  +  c)  2rp(6  —  c), 

(2)  Ti  +  T;  +  T'i  =  o, 

I  T2-T'i-T'^=o, 

(3)  •  T3+T'i-T'^  =  o, 

(  T,-T',-T:  =  o, 


LVIII. 

STsCa^I  aT)  2-3(7  ip-u) 
/•  =  a+|3— 1 
=       2      ^^'■'^"■'''^2r3[a?+7  +  rpT|(a-|-P)T] 

(i)  {  x3r3[a7— Pa^-+-/-apT|aP(a  +  P)T] 

/•=a4-P— 1 

X  2^3 [ pa7  —  ajK  +  ra^T  I  ap  (a  +  P)x], 


^ii^)  ^2(7)  =  ^2(37  +J  I  2t)  2r3(a7  -  JK  I  2x) 

+  3r3(a:- -+-7  I  2T)2r2(a^— jK  I  2t). 
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LIX. 


(3) 


(4) 


•iriU 


a  II 

j  a*  M  I 

çoa"  — 


(0  \       '^  s'a"         y/p"  — ^a 


Ç8y  t«  =  -7 —  =     ,  -  ' 

,    .  .  I  ^  ^^0        ?pa       c     t     _  t      £ 

(2)  Uo=r-'  ÇpT=  F"  ==  ï —  =  çpoÇoy— ç^aÇay, 

çoa  Çyo        Çy» 

(3)  pa  =  ea+  Vào=  ep+  ^^|o  =  ^Y+  ^yo' 

(4)  3p«i  =  ^o-f-^,lo+^YO' 

ey— «a  «a— ep  <?3— «y 

(5)  pa  =  ea+  -— -T-  =  ^P+  ^^17^  =  "T+  TUTT' 

1  "  ?ya  '       ?a,3  '       -=;iy 


(6)  ioy 


ep—  gj/         «a — ^^ 


LX. 


^aowp  =  /ep— ea, 


(0                                 <                     s/ea—  es             /«p 
J  Ipyco    -  


/ea  — «y  s/e^—e^ 

(2)  A-  =  ^2lW3,  ^■'=?23«Jl; 


|ao("  +  2wp)  =— ^ao«^  ^py(M  +  2wp)=— ^pyJ^ 


$ao("  + Wa)  =— s/ea— ep  /«a— Syloa" 
=  —  v/ep  —  «a  y/^y  —  ^a  ?oa  "> 

V«a— «y  V^y— ea 


FORMULES. 


LXI. 
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(i)  $âo(«)  =  — ^po(")^r«(")' 

(2)  $;«(«)=        ?pa(«)$ra(")' 

(3)  $py(«)=  — (ep— ey)?OY(w)$ay(«). 


LXII. 

(0  raV«)=[«a-ep-l-?lo(")][^a-e-r-+-aio(«)]> 

(2)  ^o?c(«)  =  ['  +  («a-  ep)^o'a(«)]  [1  +  («a-  e^^)kU{u)], 

(3)  ?^'y  (iO  =  [i  -  ^.ly  («)]  N-  ^a-+-  (^a-  «y)  ^|y(">]- 


LXIII. 


(ep-.a)(e,-..)^        ^^^ 

(3)  (ep— ea)(ey— ea)^la(")  =  —  ^>  —  ^a, 

(4)  (e^— ea)%(«0  =  — CfJ«  — «^a, 

(5)  epo(«)aya(«)  =  ^,^)  =  ^"-^«"' 


(6)  (ey  — ep)^a3(")loy(")=  ?3"  —  î^y", 

(7)  2r'i(p)3r^+i(p)-^,(p)2?'^+.(p)  =  7r2r2^i(o)Srp+i(p)2ry^i(p), 

(8)  yy^,(i')^^^i{^)-'^t+r{v)y^+t{^)  =  T.?;l^i(o)^i(i')?J<,Mr 


282 


CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 


(I) 

(2) 
(3) 


LXIV. 


_    ^oy  ^  ^g-  g  ^^v  g  +  loy  g  ^gv  «  ^py  M 


"  I— (ey— ea)(ey— ep)|o\"lor« 

^pyt^^gyal^yg  —  ^oyCT^gyM^gy^ 


,0Y 


oy" 


^^yg^pvCT  —  (ep— ey)$oyM^gvagoya^aya 


(') 


(ï) 


(3) 


LXV. 

I  — («y— ea)(ey— ep)||y«ÇoY« 


^0Y« 


?,'yW  +  (eg-ep)p^ 


^Py(M+  a)$py(M  — a)=  - 

i  +  (ea— ey).-r— ^3y« 

sày '^ 

3[|oy("  +  «)-H?OyC"  —  «)]  =  ^4oy"|gy«$py«, 
3  [  ^oy  (m  +  a)  —  ^oy  («  —  «)]  =  2  ^oy  «  lay  «*  ^jîy  ", 
5l[^Py(M  +-a)  +  ^py(«— «)]  =  a^pyw^pyflt, 

5V[|py(a  +  a)  — |py(M  —  a)]  =  — 2(e^  — gy)  ^oy«  ?ay  "^oy«  lay«r 
2,  =  1— (ey— ea)(ey— ep)?o\«?oy«- 


(0 

(2) 

(3) 


LXVI. 


Wl,  W3    I, 


^ao(«|  >^Wi,>^W3)  =  jlao  f  y    ^1,0)3), 


COi,  W3 


FORMULES. 


283 


LXVII. 


(I) 
(^) 

(3) 

(4) 
(5) 

(6) 

(7) 


cn(M,A)=  ^13 


\/ei— ^3 


dn(i<,  A')=  ^,3 


\/ei- 


es 


Wl,  W3      , 


wi,  W3    , 


sn  VM  v'ei —  63,  A.;  =    , ; 

V^pM  —  es 


/     / j\      y/p ?^  —  ei 

cn(^a  V^i—  es,  A-;  =  =: 

y/pti  — 63 


,    /      / j\      y/p t^  —  e-2 

y/p  a  —  63 


P"  =  es 


ei—  e3 


sn2(M  y/ei —  es) 


LXVIII. 


(I) 

(3) 


sn'a  =  en  a  dnw, 
en'  M  =  —  sn  a  dn  M, 
dn'M  =  —  A^snw  cnw. 


LXIX. 


(0 


sn^if  -\-       cn-u  =  I, 
dn^M-i-  A-2  sn^M  =  I. 
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LXX. 

(i)  sn'^u  =  (\  — sn^u)(i  — k^sn^-u), 

(2)  cw'^u  =  (i  — cn2it)('  —  A-2+ A:2cn2M), 

(3)  dn'2a  =  (i  — dn2M)(dn2M  — n- A-2). 

LXXT. 

(i)  a>i  \/ei —  es  =  K, 

(2)  ws/ei—  63  =  iK', 

(3)  K=^2r|(o|T), 


(4)  tK'  =  ^2r|(oiT), 

_    K' 

(5)  ^^e"''^, 

(6) 


^'\iK 


•*  a.  (,i) 


(7)  en  M 


(8)  dau=^^k'^j^^ 


Fig.  I. 


z  =  sn  (m,  k). 


v/=  K 


Fig.  2. 


5  =  cn(a,  A'). 


Fig.  3. 


(Jn(M,  W). 


Fig.  4- 


s  =  P(m!  w,,  Ws). 
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CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 


LXXII. 


(0 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


sn( 

—  u.  A)  =  —  sn(M,  A-), 

cn( 

—  u,  k)  =      en(M.  k), 

dn( 

—  u,  k)  =      dn(M,  k), 

sn 

(«  -+-  2K)  = —  snw, 

en 

(a  •+•  aK)  =  —  en  w, 

dn 

(m  -1-  aK)  =       dnii, 

sn 

'm  +  2tK')  =       sn  M, 

en 

{u  -f-  2tK';  = —  en  M, 

dn 

[u  +  liVJ)  =  —  dnM, 

sn 

(m  +  aK  +  2tK')  =:  — 

sn  a, 

en 

(w  -t-  aK  H-  2tK')  = 

cn?i, 

dn 

[  i<  +  2  K  -1-  2  iK' )  =  — 

dn  u, 

dn 


dn 


dn 


cn« 

a+  K)  =  -i ; 

dn  a 


K) 


k' 


dn  ?i 


«  +  K)  =  A-'  -,-—  : 

u  n  u 


M  +  tK')  =    y 


a  +  ili')  = 


k  snii 
i  dn  M 
A   sn  «^ 


ili')  =  —  i 


T-        -i^/N        t   dnw 
k   en  it 

«  +  K  +  j  K'  )  =  —  i  -^ , 

A-  en  M 

,  sna 
en  II 


FORMULES. 


(  i)  sn(a  4-  a) 


LXXIII. 

sn«cnadna-i-snacnadn?< 


I  —  /i-  sn-  u  sn^a 
(2)  cn(w-i-a) 


en  M  en  a  —  pn  u  dn  11  sna  dna 


(3)  dn(«f-f-a) 


i  —  X:^  sn2  u  sn'^a 
dn  M  dna  —  A'^  s,nu  en  m  sna  en  a 


(4)  sn(i< -t- a) -+-  sn(M  —  a)  = 

(5)  sn(i^ +  a)  —  sn(?f  —  rt)  = 
(6) 

(7)  cn(M  +  a) — cn(w.  — «)  = 

(8)  dn(«-i-a)-i- dn(i/ —  a)  = 


9.  sn  u  en  a  dna 


I  —  k^  sa^M  sn^a 

2  sna  en  M  dn  m 
I  — A2sn2ttsn2a' 

2  en  M  en  a 


cn(f<  +  a)  -f-en(?<  —  a)  — , 

1  —  k'^  sn^a  sn^a 

•2  sn^f  dnfi  sn  a  dna 
1  —  k^  sn2«  sn"-a 

2  dn  ?/.  dna 


I  —  k'^  sn2«  sn-a 
(9)  àn{u^a)  —  Ai\{u  —  a) 


—  2  /:2  sn  u  en  ?<  sn  a  en  a 


I  —  k^  sn2Msï)"''a 

LXXIV. 

(I)  sn(«  +  a)sn(«-a)=      sn^w-sn^a 

(■-*)  en  (ff  H- a)  en  (a  —  «)  = 

(3)  dn(«-i-a)dn(a  —  a)  =  

'  I— X:2sn2asn2a 


1  — 

A-2 

sn2 

u  sn2a' 

m' 

a  - 

-  dn^asn^jf 

1  — 

-k- 

'■  sa 

'a  sn-M 

dn2 

a  - 

-k' 

- en^a  sn- 

u 
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LXXV. 

(2)  E\(v,'^j  =  -.  Mci  —  e-i  y/ei  — 63^03(2 "h), 

E\[v,]\  =  v/^sii(4Kt^,  A-), 
sn(«,A-)=-LEl(^-|,:j, 

El(o,j)=o,  '^l(H)--' 

(5)  El(p  + 7?î  + nx,  t)  =  E1((^,t), 


(3) 


(4) 


(6)         El  U+  -,  X     =-El((^,  t),         EIU4--, 


2'  7~      -'v-'^^'        "  V     ^     7"Ei(«^,^) 


T 


(7)  P   =  ^+^.' 


(8)      < 


—  .7?2 


I  —  ^'' J^- 

LXXVI. 

(3)  H.(x)  =  &,(-^), 

(4)  ^•(-)  =  ^^(^)' 

I     E{x) 

-       .  //?H,(,r) 


(6) 


y/Â"    0(^) 


(7)  dn.=  A'ëX^. 


(0 


(2) 


(3) 


(4) 


FORMULES.  289 


LXXVII. 

(  H  (x-h2mK)  =  (— i)'«H(a:),  6  (x-^imK)  =  e{T), 

I  Hi(a--i-'2mK)=  (— i)"'Hi(a:),         6,  (a: -+- 2/nK)  =  61(37), 

I  H  (x  ■+- imiK')  =  {—iy"XH{x),     S  (x-+--2m.iK')  =  (—i)^XS(x), 
J  Hx{x  -+-  ■imiK')  =  A.Hi(x),  ei(.r-H2/ntK')  =  A  0,  (a?), 

I\  '  i.r 

m'TC  —  —  m  H  -r 

A  =  e        *^  ^ , 

{Hix-i-K)   =      Hi{x),        e(^-=-K)    =0,(07), 
\  Hi{x-i-K)=~H(x),  ei(x^K)=  e{x), 

H  (x-^iK')  =  iBe(x),        0  {x^iK')  =  iBU{x), 
Hi(a;  +  iK')=    B0,(;r),         0,  (;r -i- iK')  =    BHi(a;), 

B  =  e"^  k  "  2   K", 


LXXVIII. 

r,  1  37  / li',(x) 

7),  37  / 0',  (X) 

■-K-^^'^-'^ëiïxy 

riix  , 0'(a:") 

LXXIX. 

(2)  Z(a;-i-2K)  =  Z(a7), 

(3)  •  Z(37-^2lK')=Z(37)-   ^, 

IV 

(4)  Z(-a7)  =  -Z(37), 

(5)  Z(o)  =  o,       Z(K)  =  o,       Z(tK')  =  00  (pôle  simple;  résidu  =  1). 
T.  et  M.  —  II.  19 


(•) 

Ç 

(•i) 

?i 

(3) 

?2 

(4) 

^3 

y/e 

37 

'ë^ 

v/e, 

37 

ez 

v/ë^ 

37 

ez 
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Transformation   linéaire. 


LXXX. 


(0 

(2) 

(3) 
(4) 


(5) 


T        "J^  0,0  /    I    ^  /■ rtK-i-6jK' 


tL'=  tL  r=  i23  y/tj Ea 


M 

cK  +  rftK' 

M ' 


/. 

/'. 

1      _    \/f.,—  E, 

M        \/e,—  e. 

,. 

(-1)2  A- 

(-1)    ^- k' 

a  —  l 

•1° 

(-1)     '      ^' 

3° 

(-,)--4 

(-ir^'A- 

4° 

6  +  1 

i{-i)  *    A-' 

5° 

(-1)     ^  A:' 

ab 

(-1)-^  A- 

i-t-i 

i(-^)^ 

6» 

Cd     1, 

(-1)     ^'k 

c  —  l 

i{-i)  2    A- 

FORMULES. 
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LXXX  '(fin). 


(6) 


s,n{u,  l). 

en  (m,  l). 

dn(w,/). 

1° 

sn  u 

en  a 

dna 

1° 

u 

k'       ^ 

dn  -n 
k 

I 
dn-p 

3" 

A-  sn-r 
k 

dn^ 

1 
u 

4° 

u 

ik'       '^ 

u 

en  ^7-, 

ik 

dn" 
ik 

u 

'""Jk' 

u 

5" 

u 

sn  -T 

i 

i 

u 
en  — 

I 

u 
cn- 

dn^ 
i 

u 
en  — 

6° 

u 

sn  -Ti" 

.,       ik 

ik - 

A       ** 
dn-77 

ik 

I 

,     u 

dn-T^ 

iA: 

u 
'""îk 

A         " 

ik 

(7) 


EI[(8  — pT)f,  t]  =  El[i^,  T]i:-ST+2Y+5-i, 


Px 


ac? — Py  =  I)     fi  pair. 


^Q2  CALCUL    DIFFÉREi\TIEL. 

Transformation  de  Landen. 

LXXXI. 


(•2)  V^r=s/2 > 


(3)  L  =  ^  v/bT-1^=  j  ^1(01--)  -^—T^-rm 


k' ,.        K 

,_.        „  Srl(o|2x)-— : 

2     '  a 


(4)  L'=^i.-2  j^i^-v-t--;--  M 


LXXXII. 


M  M 

I  -!-  A:        I  -H  A: 

(,)  sn(l^,  0  =  (I  +  -t  ) ^ 

dn n 

i-t-  a: 

(■2)  cn(«,0= ,i  ' 

dn- y, 

n- a: 

(3)  dn(tt,  0=--  ;^        j. 


dn 


A:' 


(0 

(a) 

(3) 
(4) 
(5) 


T, 

ansfi 

ir  mat  ion 

de 

Ga 

us  s 

LXXXIII. 

sll- 

=  /•! 

Vk 

sJ\-\-k 

s/ï' 

s/i-k 

/ 

k' 
-\-k 

=  - 

— 

k 

agS 


A'  ""     A  ^'    A    -    \^K-  -      ^' 

A  =  — .  A  =  — fT  A  =  K  =  —^r7> 


M  = 


V^ei  — es         2r§Co 


LXXXIV. 


i  +  A: 


(0 


(2) 


(3) 


sn(K,  X)  =  (i  +  k) 


i^k 


1  -f-  Â:  sn2 


i-t-A: 


en r  dn 


cn(M, X) = 


n-  A-       I  +  A: 


I  +  k  sn2 
I  —  Asn^ 


u 


i-^A- 
u 


dn(M,  X)  = 


i  +  A- 


1  -f-  A"  sn2 


u 


i  +  A- 


(') 
(3) 


Multiplication. 

LXXXV. 


2  snz<  cnM  dnw 

sn  2  a  = ^- — T > 

I  —  A:2  sn*M 

cn^a  —  sn^a  dn^w 


dn  aa  = 


I  —  A2  sn*M 
dn2  M  —  k^  sn2  w  en*  m 
I  —  k^  sn*a 
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Transformation  d'ordre  impair. 

m 

LXXXYI. 


t\  v/e2  — E3  _  Sr|(oUx)  _  i^^YJ  ti  {"^^  ...  \ 


(5) 


v/ei-e,  _^!(o|/^^)_;,„TTt2  /^^ 


{r) 

wi  I  , 


(r) 
V.r 

2r2(o  1  ni) 


,(o|  /it) 
(/-=  r,,  r.2,  .  ..,  /-/i-i). 


M-'^-Z^-'ff^"^'^") 


v/ei— Es         AA        tî  /^  ( 

ncn^a;.,o         ^      y//    TT t 

/r  =  r,,  /■,,  •••>''«_- iV 


(6)  L  =  ^&l(o|nx)='^v/E.-E3-;;^: 

(7)  L  =-.-L=:  ^a)3v/Ei-E3=  j^- 


(6) 


FORMULES.  295 


LXXXVII. 


('■) 

('•I 

(3)  ^"(m'0='^""i1 


dna,.  0 


(/•  =  Ti,  r2, r,i-i). 


(^>        ^"(m^O  =  m'""II 


!'•) 


i  —  A2sn2a;.,o  sn^M 


(5)  ^'"(m'  0  "^''""11 


I — -  sn^u 


/■,o 


dn(^,^)=dn«JJ- 


,„  cn-ar  0 
1  — A:2  -V— — ^sn2w 


dn^a^,  0 


k-  sn'^ar  0  ^ii^" 


fr=  /-,,  r-i,  ...,  r„_t\. 


(7)  sn  f  j^,  n  =  -^  J^sn(M  +  2a,.,o 


A^M 


,-.o), 


('•) 


/  a      ,\       kM  v' 

(8)  en  f  — ,  n  = -p^cn(M-^2ar,o), 

(9)  dn(^^,  /j  =  M  2]dn(Jf-l-2a,.,o), 
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CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 


LXXXVIII. 


2r 


1'. 


(') 


(.,) 


(3) 


(4) 


(5)        M  = 


—  W3 


2r!(o 


4/^ 


'^        &|(o|- 


=  k'" 


w 


W3   , 


(/•) 


c^    /      T  \        ^  ±JL  dnao.j- 


âr,  ol- 


(/■) 


^0,r 


'ei—  es 


n 


cnao.r 


/X 


_      A_  TT  _ï— , 

\/E',  —  Ei        Al  dnao,rSnao,r        (i//c)"  H  snao.r' 


(fi) 
(7) 


A  =  ^  SrH  o   Jj  =  w,  v/e'i  -  -  E'3 


K 


I  103 


K' 


ni  t    71         *         ^        nM 


(0 


(5) 


(7) 
(8) 
(9) 


FORMULES.  297 


LXXXIX. 


1  r 
n 


(i/'^)=j/^""n 


(2)  cnl^,\\=       cnwJJ 


I  TT  sn(M -i- ao,r) 

cn(M  -i-  ao,r) 


cnao  r 


(3)  dn  ^rj,  A     =       dnw  I   I   — -j— —^ 

\M  J.1      dn(ao,r) 


(r  =  ri,r2,  ...,/-„_i). 


I  — 


(4)  Sn— ,À=-r5SnM||     T- r ^ r— 


dn2a(,  ,.  sn^M 


.n(^,x)=       cnaQ^- 


cn2ao,r 


(6)  ^"'iw'^)^       ''''"11 1 


(r) 


dn2«„,. 


A-sn^ao  ^.sn^u' 

(r) 

(' 


>  =  r,,  7-2,  ...,  /'„_,i\, 

2  7 


sn  / 

(- 

n  —  \ 

-i)   2     en 

(r) 

( 

n— I 
-i)"2    dn 

(^^  Xj  =  ^/  _2^dn(a-h2ao.r), 
('■) 

(r: 

=  ro.  n,/-.,  ...,r„_i). 
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Multiplication. 

xc. 

_   2|JlK-4-2vK't 

""t^'^  -  ~n ' 

(i)  (-1)   '     sn(n«)  =-(-!)•'■'    {s/k)"'   '  JJsn(«-Hajj„v), 

(IJ-.v) 


(2  cn(nM)r=(X_j         JJcn(aH-a(x,v), 

^"         I         TT 

(3)  dn(/iM)  =  (-!)"•'    7-T7:7\«'-ill^"("-^^!J^.^)' 

[ji  =  o,  /'i,  A-j,  . . . ,  /•„_,  ;     V  =  o,  ri,  /'î,  . . . ,  /■«-!     I  . 
en  particulier  ri=^  1,  r>i  =  ^,  .  . .,  r,i-i—  9.{n  —  c)J 

sn^u 
I 

(4)  sninu)  =  nsnu~[l  ,_  ^.,  .X^^^v'sn^^' 

([J.,v) 

dn2a|j.,v  sn^a 


(5)  cn(wa)^cim]~J-_^^^  J 


I  — 

(6)  dn(/iM)  =  dnw  I  I  


dn^aj^^^ 


'■(J.,V 


/:2  sn^aii.v  sn^M 

n  — 1 


(7)  7vfp-r=  n^"'«^'- 

(S)'""'=n--- 

(9)  (v//7)"'"*=fjdn2aj,,„ 

'[x  =  O,  V  =  ri,  rj,  ••.,r„_i 

2 

fi^n,  /-î,  ...,  r„_i,     v  =  o,  zbn,  ±r2,  .. 


FORMULES.  299 


XC  (fin). 

(10)  n  snC/m)  =   / ^  sn(tf  -+-  iar,s), 

n  —  \ 

(il)  (— 1)    "    /t  cn(/m)  =   / ^  cn{u  -\-  iar,s), 

('-,  s) 

r  —  /'o,  /'i,  .  •  . ,  r„_i  ;     5  =  5o)  *i)  •  •  •  )  *«-i 
en  particulier  :  r^  —  «o  =  0,    /"i  =  S|  =  i ,    .  .  . ,    /•„_i  =  s,i-\  ^=  n  —  i 


FIN   DU   TOME    II. 


19803       l'aris.  —  Impr.  GAUTIIIER-VILLARS  ET  FILS,  quai  des  Crands-Augustins,  85. 


ses- 
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